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Repartiția nepermanentă si neuniformă a energiei în. crusta teres- 
tră implică redistribuirea sa prin procese analoge de natură termică, 
dispersionalá, electrică, mecanică ete. ! Desfásurtndu-se: potrivit 
principiilor termodinamicii, aceste procese pot fi” determinate prin 
legile conservării! și transmiterii energiei, cărora; le corespund ecuaţii | 
sintetice încadrate într-un tip unitar de, ecuație fundamentală. Οσα ur- 
mare, modul clasic de studiere separată a proceselor de natură diferită 
poale fi înlocuit cu stilul eficient de studiere integrată într-o teorie uni- 
tură a proceselor. Eficienta acestui nou stil: de studiere: a" proceselor 
constă nu numai $n reducerea, considerabilă a timpului necesar pentru 
însuşirea elementelor teoretice esenţiale si pentru rezolvarea problemelor 
Practice operative, dar gi în asigurarea unet trepte superioare de înjele- 
gere a desfăşurării proceselor în ansamblu, şi de generalizare. prin analo- 
gie a soluțiilor. obținute pentru ecuația fundamentală „de: desfăşurare a 
proceselor. | i | ώ e ἘΠΕ pn pier 

Sintetizind elemente ale teoriei unitare a proceselor, cartea intitu- 
lată « Procese nestaţionare- de redistribuire a energiei îm crusta teres- 
ird » cuprinde în prima parte — elaborată dé dr. ing. Marius Albu — 
fundamentarea teoretică, rezolvarea analitică și aplicabilitatea. ecuaţiei 


de desfăşurare a proceselor, iar în a doua parte — elaborată de ἄν. mal. ` 


Denis Enăchescu — rezolvarea numerică, exploatabilitatea si computeri- 
Zarea acestei ecuaţii. 

„Prin numeroasele soluții și aplicaţii. prezentate, cartea constituie 
un fndreptar util pentru geologii, geofizicienii, energeticienti, tehnologii, 
chimistii, hidraulicienii, mecanicienit, inginerii. οὗ matematicienii care 
se preocupă de determinarea $i valorificarea resurselor energetice si de 
materii prime minerale, de distribuţia și propagarea căldurii terestre, 
de repartiția mineralizatiilor în zăcăminte, de propagarea poluării n |: 
apele subterane; de dispunerea câmpului electric în vecinătatea corpuri- 
lor de substanțe minerale, de curgerea apei, petrolului şi: gazelor în 
roci poroase saw fisurate, de repartiția eforturilor în. plăcile tectonice 
. $i prevederea cutremurelor de pămînt, precum. şi de modelarea matema- 
tică a tuturor acestor procese. K 
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NONSTEADY PROCESSES OF ENERGY RE-DISTRIBUTION 
IN THE TERRESTRIAL ORUST' ^ “η | 


c` The non-permanent and non-uniform repartition of energy in the terrestrial crust 
emplies its re-distribution by analogous processes of thermic, dispersive, electrical, mecha- 
nical a.s.o. nature. These processes, unfolding in accordance with the thermodynamic 
laws, can be determined by means of the conservation and transmission energy laws 
corresponding to synthetical equations which are harmonized in an unitary type of tun- 
damental equation. Therefore, the classical manner, of separate investigation can be 
replaced by the efficient modality of integration of the research processes in an unitary 
theory. The efficiency of this new style of investigation consists not only in the conside- 
rable diminution of the time which is necessary to the appropriation of the essential theo- 
retical elements and to solve the operative practical problems but also to warrant a 
higher understanding level, in the whole unfolding of the processes and generalization, 
through analogy of the obtained solutions for the fundamental equation of the processes. 
a © By the syntesis of some elements of the unitary theory of the processes, the book 
contains in its first part — elaborated by Ph. D. Marius Albu — theoretical foundation, 
analytic solution and applicability of the equation of. processes unfolding, and in the 
second part — claborated .by Ph. D. Denis Enáchescu — numerical solution, : exploi- 
tability and computation of this equation.. HW 


PROCÈS NON-STATIONNAIRE DE REDISTRIBUTION 
DE L'ÉNERGIE DANS LA CROÛTE TERRESTRE 


La répartition non-permanente et non-uniforme de l'énergie dans la eroüte terrestre 
implique sa redistribution des procès "analogues de nature thermique, dispersionnelle, 
électrique. mécanique etc. Ces procés se déroulent conformément aux principes de la 
thermodynamique et peuvent étre déterminés par les lois de la conservation ct de la 
transmission de l'énergie, auxquelles correspondent des équations synthétiques comprises 
dans un type unitaire d'équation fondamentale. Par consequent, le moyen classique d'é- 
tude séparée des proces de nature différente peut êlre remplacé de manière efficiente 
par l'étude intégrée dans une théorie unitaire! des proces. L'elficience de cette nouvelle 
modalité d'étude des procés consiste non seulement dans la considérable réduction du 
temps nécessaire à s'approprier les éléments. théoriques essentiels et pour la résolution 
des problémes opératifs pratiques, mais aussi pour assurer un degré supérieár d'enten- 
dement du développement. des procès dans lcur enseml)le et de la générailsation par 
analogie des solutions obtenues pour l'équation fondamentale de développement des procés. 

Zn synthétisant les éléments de la théorie unitaire des procès, le livré comprend 
dans sa premiére partie — élaborée par le Dr. ing. Marius Albu — la fondamentation. 
théorique, la résolution analytique et l'applicabilité de l'équation de développement des 
procès et dans la seconde partie — élaborée par le Dr. mat. Denis Enăchescu — 13 résolu- 
tion numérique, l'exploitabilité et la computerisalion de celte équation. 


Fără îndoială; analogiile inm: comportarea diferitelor 
forine de ener; gie sint atit de. impor tante si interesante, 
incit urmărirea lor in toate- manifest: ările trebuie de- 
“semnată ca una din cele mai frumoase sarcini ale fizicii. | 
Cu siguranţă că importanţa noţiunii de energie justifică 
încercarea de a o ale ge ca prim punct de plecare. » 

e LUDWIG BOLTZMANN, in conferin[a. «Despre dez- 
vollarea melodelor fizicii teoretice în ultimul limp» [i- 
nulă la Congresul cercelălorilor nalurii din München, 
22 seplembrie 1899. 
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FUNDAMENTAREA TEORETICĂ, REZOLVAREA 
ANALITICĂ ŞI APLICABILITATEA ECUAŢIEI 
ΤΕ uDE DESFASURARE A PROCESELOR 


de MARIUS ALBU 


1. REPREZENTAREA. GENERALĂ A PROCESELOR 
DE REDISTRIBUIRE A ENERGIEI 


1.1. MODELUL DE SISTEM TERMODINAMIC. 


Crusta terestră se prezintă ca un sistem termodinamic eterogen. în 
care repartiţia energiei este nepermanentá si neuniformă (Wang, 
1965 ; Kappelmeyer, 1968; Wyllie, 1971; MeKenzie şi Weiss, 1975; 
Lubimova: et al.,:1976 ; Pollack şi Chapman; 1977; Ádám; 1978; 
Uyeda, 1978). O astfel de vepartiţie a energiei implică redistribuir ea, 
să, prin procese. analoge desfăşurate potrivit principiilor termodina- 
micii (Thompson, 1958; Kern şi Weisbrod, 1964; Robie si Wald- 
Daum; 1968; Broecker si Oversby,. 1971; Garg- et ον 1975 ; Neuge- 
bauer şi Temme, 1981; Secliman, 1981; Albu, 1984). "Aceste procese 
pot fi de natură termică, dispersională, electrică, mecanică οἷο. 

Distribuţia, energiei în crusta, terestră se caracterizează prin densi- 
tatea medie € = £(t, P) dependentă de timp şi de punct, care poate 
fi exprimată, printr- ün produs ης între o mărime intensivă (calita- 
tivá) η si densitatea medie 9 a unei mărimi extensive (cantitative) 
conservative. Unele structuri ale densităţii de energie & = ης din 
crusta terestră sint prezentate în tabelul 1.1. Mărimea, intensivă se 
interpretează ca un cîmp nestationar reprezentat printr-o funcţie 
η = "(t, P) continuă pe orice domeniu din crusta terestră, in care 
unele componente se pot găsi într-o mişcare relativă faţă de celelalte 
componente presupuse fixe. Densitatea mărimii extensive poate fi 
insă o în componentele dinamic active sau σ’ în componentele dina- 
mic inactive. Considerind o unitate de volum a crustei terestre 
constituită dintr-o tracţiune m ocupată de componente dinamic active 
si din tracţiunea complementară (L—m) ocupată de componente 
dinamie inactive, densitatea medie a mărimii extensive se defineşte 
“prin. tuncţia, 


ă = c(t, P) = mo + (1 — m)c' 


10 


` Tabelul, 1.1. Unele structuri ale densităţii de energie: E = 76 din erusta terestră. 


Densitatea medie: a | 


Mărimea intensivă ΡΕ ΕΕ ΡΕ μα, ; 
i 9 ' 4 miürimii extensive 
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specifică 


care: este, de-asemenea, continuă. pe orice. domeniu: din crusta. teres-.. 
tră. Deoarece -componentele dinamic active au.o viteză relativă, zi: 
nenulă faţă, de. viteza presupusă nulă a componentelor dinamie inac- 
tive, se interpretează, că ansamblul Vuturok e oppo lor are. viteza 
medie 


"me A. (1. ---μι)σ0 i. NM 
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Transferul de energie se realizează prin conduetie si convectie în 
componentele dinamic active si numai prin- conducție-i în componen- 
tele .dinamie;inaetive. Dacă vitezele” de €onductie în componentele 
dinamic active, in cele dinamic inactive αἱ in ansamblul acestor com- 


ponente e sînt respectiv. LA ο şi 3, atunci viteza medie a transferu- 

lui de: energie se exprimi: sub forma 
b] μεν, E — ' 
"qmsc(v 3 Eu E "(1 γι) συ a db ως 
Yo : i i G 

Prin intermediul eimpurilor de viteze: 'moîi/& şi PO mcwu]o 

definite ca funcții vectoriale de timp αἱ de punct pe un domeniu 

oarecare din crusta, terestră, transferurile de capacitate energetică, 

si de energie pot fi interpretate ca deplasári de medii continue echiva- 

lente din punct: de vedere fizic. Urmărind. aceste medii continue in 

deplăsare,:se consideră că ele sint formate diu porţiuni asociate capaci- 

iátilor energetice . elementare (5 ak pie 340 P)dV , si cantităților 

elementare de energie-(79-dV )p = (t P): e(t, P)dV p care cuprind 

volume, dV, atasate punctelor.. B în: fale cu vitezele mcW|G si 


+m oii /5 ΠΝ însă ca funcţii numai de punct, astfel încît inte- 
gralele 


S dF şi Yr 
L0 Vit) 
reprezintă respectiv capacitatea energetică. şi cantitatea de energie din 
volumul variabil V (t). Pe parcursul deplasării, variațiile capacității 
energetice si cantității de energie din V (1). se exprimă Jespectiv prin, 
intermediul derivatelor substanțiale 


E al 3i | i 4:8 div (Za) ar = 
dt. ^i ; dt b 25. | 
e y | 


E dire y dive?) | av (121) 
Vi " T zr 
si 
d R jf {(ησ) zale G » ^ 
μὴ σα = ------- ησ div | v + m utj Iday = 
ο} 
V() V(t) A 
T1. + div(măî Επιστ] dr. (1.2) 
οἱ 


Vu) 


κ. 
52 


TA LEGILE CORESPUNZĂTOARE PRINCIPIILOR 
TERMODINAMICII | 
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Întrucât mărimea extensivă exprimată prin capacitatea energe- 
tică este presupusă conservativă, iar- cantitatea de energie poate 
ti neconservativá în condiţiile existenţei în volumul. V (t ) & unor surse | 
interioare pozitive sau” negative de energie transpusă din sau in 
alte forme de energie, urmează că derivata substanţială a capacităţii 
energetice se mentine:nulí, în timp ce derivata substanţială a canti- 

tütii de- energie tr ebuie, potrivit primului pr incipiu al termodinamicii 

(Clapeyron, 1834; Epstein, 1937 ; Tribus, 1961 5 Davidescu, 1964; 
Fermi, 1:969 ; Keenan, 1970; Kirillin et al.; 1981; Titeiea, 1982), 
si egaleze puter ea core espunzütoar e productivității sur selor interi ioare 
de energie, adică 


πλ ó dV:= 0 EE 
t 13 | 5 
și respectiv | 
ο | 
= κ 9 dh. αγ, ! > «(1.43 
ep π ji | Rue 
ry τη) | | 


unde funetia $c ur P, η) este productivitatea medie -de energie . 
pe unitatea de volum. înlocuind derivatele substanţiale ale integrale- 
lor de-volum cu expresiile lor (1.1)-și (1.2), din ecuaţiile (1.3) οἱ (1.4) 
se obţin ecuațiile de-conser vare cate κό prezintă sub formele globale 


| bh es divine) AY =,0: (1.5) 

Yi) 2. Ξ 

si ] | Es AS Φ8 div( pă? Dual nm ES — xl ul -τῃ (1.6) 
-J 


vin 


sau, deoarece V(t) este arbitrar, sub formele locale 


ὅσ: : E 
—— SE div(moti) = 0 (1.7) 
et | 
: ὄ(ησ M ir L n 
Sl A Ana) + div(zov + mctu) — u = 0, (1.8) 
cet S 
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- 


unde mc si ησ 
. tate energetică 
rea 


2 


σῦ -+ moi reprezintă densităţile fluxurilor de capaci-! 
şi respectiv de energie. Dacă se utilizează dezvolta- 

δη 06 
“a 


+ div(qm cu) = + mott grad η 3- -a| 4 - divum] 


| că 
împreună cu ecuaţia de continuitate (1. 7), atunci legea de conservare 
(1.8) poate fi redată prin “ecuația 

δ : 
1; 


σ 


. 


+ div(q ὅ 5) + moù orad η -— =N" (1.9) 


Densitatea Trst (fluxul unitar) de -conduetie 489 depinde 
de gradientul mărimii intensive η şi-se expriină, in. general, prin dez- 
voltare ea în serie de puteri a acestui gradient; În condiţiile 'erustei 
terestre, gradientul cimpului 1 are valori absolute suficient de mici 


pentru ca funcţia 190 să se aproximeze: numai prin primii doi ter- 
meni ai dezvoltării sale in serie, :adică să se reprezinte printr-o lege 
liniară al cărei termen constant trebuie să fie egal cu zero-deoarece 
fluxul de conducţie se anulează cînd gradientul lui η devine nul (Hub- 
bert, 1940 ; Sehwarzl si Staverman, 1952 ; ; Sommerfeld, 1958 ; Carslaw 
si Jaeger, 1959; ; Distéfano, 1959 ; Bland; 1960 ; Morland şi Lee, 1960 ; 

Váleovici, 1960 ; Scheidegger, 1961; Breuer γη 'Onat, 1962 ; Gurtin 
şi Sternberg, 1962 ; ; Edelstein şi: Gur tin, 1964; ; Bear, 1969; Πο Wiest, 

1969 ; Landau si Lifchitz, 19692, 1969b ; Tiye, 1969 ; Meixner, 1970; 

Findley αἱ Onaran, 1974 ; Arnold, 1976). În. consecință, densitatea 

fluxului de conducţie se exprimă, ca în tabelul 1. 2, printr-o lege de 
forma, 


. "δ ο ESE grad η, (1.10) 
md — — grid η, (1.107) 
[^] t 
m. HE ^ 
σὺ —.— — grad UE (1.107) 
gau DESE μα η 1.10”) 
75 


corespunzătoare principiului al doilea al ter modinamicii (Carnot, 
1824; Boltzmann, 1896—1898; Schmidt, 1958; Fitts; 1962; Soo, 
1962 ; Kubo, 1963 ; Lykov, 1966 ; Zemansky, 1968). Potrivit acestui 
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principiu, conducţia se desfăsoară dinspre nivelurile ridicate spre cele 

mai coborite ale cîmpului: η, astfel încît densitatea fluxului de.con- 
ductie are totdeauna sens opus faţă de gradientul cimpului η Şi deci 
coeficientul de conductibilitate (conductivitate) Z, %]ă, Z |n sau (28) 
nu poate îi decit pozitiv. l 


13. ECUAŢIA FUNDAMENTALĂ DE DESFĂŞURARE 
A PROCESELOR ! 


ensitatea, fluxului de. condueţie 76 δ se substituie, con- 


form legii (1.10), prin expresia --- grad η, atunci din. ecuaţia. (1.9) 
rezultă, ecuaţia fundamentală de. desfăşurare. a proceselor 


Dacă, dei 


~ on . M = Ῥω E 
σ τ div(* grad 9) — mot grad η -- g. (1.11) 


Prin intermediul formulei de analiză vectorială 


div(* grad η) = κ divgrad η + grad grad η, 


unde 
i EL | ~ 
grad 4 grad η == grad x grad, 
"ui 


ecuaţia (1.11) se aduce la forma. 


- δι μυ αὶ grad X oum în dde 
σ --- = * div grad ME — = — mo |t grad η + ᾗ 
Οἱ. 1 u”? I. tat gd 
Sau T 
à aid i grad X — mou? . m 
d uel — div grad q) + ———————— îi grad. --. —. (1.13) 
et σ Gu? σ 
Introducind notaţiile | 
Iu (1.13) 
d G es n 
1 grad X — mou? "(52 
„cut itn 
εἰ, ie, (1.15) 
S. 


ecuaţia (1.12) se prezintă sub forma cunoscută a ecuaţiei Fourier- 
2 Kirehhoff': n 5 | 


enl îi = a. div grad η + b grad ype. (116) 


în care coeficientul de difuzivitate a are dimensiunile unei viteze areo- 
lare, coeficientul b este adimensional, iar termenul liber ὁ reprezen- 
tat prin productivitatea medie de energie pe unitatea de capacitate ener- 
geticá are dimensiunile raportului dintre mărimea intensivă η sitimp. 
Orice proces nestationar din crusta terestră poäte fi interpretat 
ca un proces tranzitoriu care se desfăşoară, într-un domeniu variabil, 
dinspre o stare iniţială cevasistationari, corespunzătoare, momentu- 
lui t = 0, spre o stare finală presupusă de asemenea "cvasistationari. 
„Dacă într-o stare intermediari, corespünzátoare unui moment 1 > 0, 
cimpul nestationar al mărimii intensive este reprezentat prin funcţia 
η = n, P) definită pe domeniul de desfăşurare:a procesului la 
momentul t, atunci influenţa :procesului în” orice punet P alacestui 
domeniu se poate defini prin diferenta l 


1 


“alt P) — (0; P) Y, P) (1:17) 


îintervenită faţă de momentul initial. Întrucît funcţia η = nlt. P) 
satisface ecuaţia (1.16) pentru { >0, urmează că influenţa Φ(έ, P) 
satisface aceeaşi ecuaţie sub. forma a 
. 00 ΝΡ ῃ he HUNC ἧς : : 
Canem = a div grad ᾧ -bü gradit € acXgi 8) 
al ᾿ 


pentru {2 0, cu condiţia ca lim «(t, P) = «(0, P) să satisfacă 
t—0 9 j 


ecuatia omogenă 


m PU M. dis grad Πίο, Ρ) -- vă grad 10, P): 


În interiorul domeniului de desfăşurare a procesului, coeficienții 
4, b şi c ai ecuaţiei (1.18) depind, in general, de timp si de punct, 
fie direct, fie prin intermediul | influenței ᾧ = d(t, P). Cu excepţia 
„cazurilor particulare: în care.acesti coeficienţi nu prezintă practic 
variaţii temporale si spatiale sau eventual prezintă numai variaţii 
spatiale regulate, pentru a şi b nu se pot determina expresii valabile 
pe intreaga durată si pe întregul domeniu de desfăşurare a procesului ; 
in schimb pentru ὁ se pot stabili astfel de expresii (Volterra, 1909 ; 
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Boulton, 1954 ;. Hantush şi. Jacob, 1955; „Hantush, 1959 ; Stallman, 
1962; Davidescu 1965 ;. Canceill.et al., 1974; Rabotnov, 1980): cel 
puţin atunci cind productivitatea de energie reprezintă un flux 
secundar indus ce tinde să diminueze. diferenţa crescîndă de. ener- 
gie dintre frontierele şi interiorul domeniului cu flux primar de densi- 
tate 59? .-- qmclü x 0. Dacă in desfăşurarea procesului sint atinse 
frontiere pe care influenţa sa ᾧ se menţine nulă prin compensarea 
locală a fluxului. primar de energie 4ο către fluxul secundar. indus, 
atunci densitatea fluxului secundar reprezentată prin produsul Bu 
între un factor de neconservativitate B si productivitatea medie de 
energie pe unitatea de volum pu, se poate exprima printr-o lege liniară. 
similară cu (1.10) 


1 


E boot] 
Αμ. k S 


E i D pP ~ j~ . . | E 
și deci termenul é = 5/6 se poate retine, eu notatia (1.13), sub forma 


c= — -----ψ. (1.19) 
ΩΦ» Nye 

Dacă însă in desfăşurarea procesului sînt! atinse frontiere care per- 
mit totuşi o propagare întirziată a influenței $ într-un domeniu 
adiacent cu densitatea medie a capacităţii energetice 9', astfel încît 
unei variaţii [—ôẹ(t, P)/ót].d- a acestei influenţe la un moment 
7 anterior momentului t îi corespunde cu intirzierea (t — τ) o variaţie 
Salt — τ)[-- ὀψ(ί, P)Jat]. d= a productivităţii medii de energie 
pe unitatea de volum, unde 


/ 
ri 


: «0 (t - E. eeu) 


ΜΑΗ 


Yalt > τ) x 


reprezintă o familie de funcții cu parametrii a si c obtinute prin deri- 
varea integralelor (funcțiilor) euleriene de speta 'a doua incomplete 
(legile Gamma denumite şi legile lui Pearson de tipul al treilea, legea 


„lui Erlang etc.) în care , 
. -+ 00 ; soo; : 
d à | 
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este efi uncfia lui Euler de spela a doua cu α > 0z; atunci termenul c 
= uS Ja momentul t se exprimă, pentrü « z 1 , Sub forma eu 


ls 


t 


dcum iii iasa uri | (Pia) roses ων (nagy - 
„G, Tho) "RS ot. de j n 
0 


sau, pentru ὁ = 1 și implicit Γ(α) — 1; sub forma particulară 
| t 


NS Ane T A : 
Qo Lf τω income α-ο({--τ) d^. (1.21) 
(4 ! 


. 


Potrivit sehemelor de reprezentare a termenului: € = μ[ο prin 
expresiile (1.19), (1.20) sau (1. 21), ecuația (1.15) poate fi preluată 
respectiv astfel: . 


] 
ὃν --ᾳ div grad. ὦ nrn bu grad uU ES 5h (1.22) 
et A B 
GRES a div grad $--- bii grad ὁ 
ml grad y + bu grad ᾧ — 
[4] i A 
"m " j t PS ! * 
A TE 4 go oie P | a plece dz (193) 
επ A: n] | Pe 
; ` : Y H4 
sau 
e 4 T --. ! em j 
T div grad ᾧ + bi grad  — 
o [ze ον | ο ουσ d a (1.24) 
3 
e * 


Se conchide că orice proces de redistribuire a energiei în. crusta 
terestră poate fi determinat; prin rezolvarea analitică sau numerică a 
unei ecuaţii gare e se prezintá sub forma. generali (1.18) sau sub formele 
particulare e (1.22), (1.23), (1.24) ete. cu condihi inițiale date prin valo- 
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2; REZOLVAREA ANALITICĂ A ECUAŢIEI 
„DE DESFĂŞURARE A PROCESELOR 


2.1. DESFĂȘURAREA RECTILINIE 
În TOR mate, .carleziene a, 4, e eu axe de 'versori ij, E, vec- 
torii grad ᾧ şi li se prezintă, eu expresiile, x 


‘grad Ù = î ή t m- gY SE t e 


k 
θα ey Ag 
5] respectiv” 
iei Sid vg ON ορ τ“ I 
s. mm —— + Ph ----ηις E j Pe hus, 
T dt Jg diss wt eia i 


iar “ecuația fundamentală (1.18) se serie sub forma 


Oy 22 οφ ο»ῳ | 
δ pre ia uer m je 
ai θαξ . Πτι. δψβη. '''. βρὲ 


δῷ | | ză 

EE b [e e -- Uy E [xen n c. (2.1) 
GX ΟΦ 

În cazul desfăşurării rectilinii a unui proces, se alege axa Oa 


după direcţia și în sensul desfăşurării procesului, astfel încît ecuaţia. 
(2.1) se aduce la forma simplificată 


d 2 
On a ja de Piero | | (2.2) 


şi poate fi integrată, prin metoda separării variabilelor (Petrow sky, 
1935; Ilin et al., 1962; Wladimirov, 1972; Iordache si Smigelschi, 
1981), prin metoda transformatei Fourier (Hill si Tamarkin, 1933 ; 


C 
Za 


Boehner si Chandrasekaran, 1949 ; Tranter, 1951 ; Arens si/Calderon, | 
1954; Oberhettinger, 1957 ; Branges, 1958 ; Stuart, 1961 ; Zeldoviteh: - 
5i Mychkis, 1974), prin metoda transformatei Laplace (Doetsch, 1937; ` 
Ilin, 1958 ; Rasof, 1962; Jaeger şi. Newstead, 1969) sau. prin metoda. * 
funcţiilor lui Green, (Mocealin, 1958; Boneci-Bruevici:si. Tiablikov, 
1961 ; Bogoliubov si Sabovnikov, 1962 ; Djeparov şi Krasnikov, 1973 ).. 


. 2.1.3. Conduetia conservativá ᾿ corespunde : cazului ! particular: + 
în care ultimii doi termeni din membrul drept al ecuaţiei; (2.2) se 
anulează, adică f S 
- zd 
| eU Ϊ : 

bu, m. m +e=0. (2.3) 
l en uy, | ΠΝ ' 
Prin urmare, conducţia conseryativá se conformeazá ecuaţiei 

| ai A 
σ ΟΝ 
ΓΣ x Το 
Οἱ . QW 


; 2-9 τν WT . . 1 . 1. vu $n / 
21.1.1. Metoda-:sepa Parta variabilelor se aplică prin, 


0 
intermediul unei soluții ὁ = Y(t, a) — T(t) (0) care satisface 
ecuația (2.4) preluată sub. forma 


| (2.4) 


CES V MET dc d aw 
NE E ; au | Ca E IT 
dt < da? ασ di HI da? ) 


unde membrul stîng nu depinde de 2, iar.cel drept nu depinde de 
t, cei doi membri avind o valoaré comună acceptabilă numai ca 
negativă deoarece se caută o-solutie mărginită pentru t > 0, adică 


RAT I LA 


LN Ἔ ΓΗ Ες ἄρα, 
ας dt co da? 
decibeli n Se Ca Peat = 0 şi ντ. 0: 
-- ταί dg? 


Întrucit aceste ultime două ecuații diferențiale au soluţiile r 
T, 3) ---Ο͵(ζ)ο--- Şi. Se, C) = 040) cos tar +00) sin ζα, 
urmează cà funetia Y(t, x, Ὁ = σι, ty (x, ov este de forma 
Alt αἱ C) -- ο- V (0,0, cos Cx 4-.0,€, sin ζω) = - 

= e-U"[A(C)eos ζα + B(C) sin Ca]. 0905) 


IN 
ΩΙ - 


În cazul unui: cîmp de influenţă ὁ = Y(t, a) dat la momentul 
initial t = 0 printr-o funcție y(0, x) = f(x) definită pentru — eco < 
F &< 4s oo; si la distanţă infinită ᾱ--» + oo printr-o: 'valoare Y(t; -- 

4+- œ)= 0 neschimbată pentru { 0, dacă parametrul ζ poate avea 
un spectru continuu de valori de la 0 P Too, atunci soluţia, ecuaţiei 
(2.4) se poate construi, potrivit cu (3. 5), cu ajutorul integralei 


Vi a)- E ,2, tat = 1 etat A (teos ζω + Β(ζ) sin tejd? 
(2.6) 


în care Α(ζ) si B(£) se determină folosind condiţia iniţială 
ΠΟ; | | 

(Oa) E | [A(C) cos ζω + B(t) sin ζα]αζ = ha), 

gu dam vo | 


iar dacă f(a) se poate reprezenta prin integrala Fourier (Bochner, 
1932; Wiener, 1933; Sakurai, 1936; Titehmareh, 1937; Carleman, 


1944 ; Campbell | si Foster, 1948; San Juan şi moann -Salinas, 
1953 ; ον 1953) 


+o --οο 


~ fa) EL Me dos (toi φαξ» 
preluatá sub forma“ 
, o. US oo | | to : 
υίο).-- i | E el f(E)eos [E ἀξ -Ι- sin ζω | fE) sin at] az, 


tubi Žo Te 


atunci! condiția iniţială este satisfăcută pentru 


-+00 


AQ) =h NE ostrza? si Be = TOLLIS 
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și: deci soluţia (2.6) se constituie astfel : 


NET . 400 » MT 
anf dena es 1. + Tue ëf costa | f(5) οοξζξ αξ + 
; T F ZA 
„Fe, v. l ή 10: a if 20. 
„+ sin ζα | KE) singz až | αἵ ----- | dc 1 ων at costa — d£ 
E 3c fd To 
sai cO -- 69. TUE Y ο 
ΠΕ Y f($)d& | eta! ρραζ(α — δὰζ. (2.7) 
Tinind seama de integrala lui Poisson conform căreia 
ki | f. aa 
q ὃς δὲ «ανά == de = Mar INL LOS 
ET MT. 


unde αἱ — 0, soluţia (2.7) se prezintă cu expresia 


+-co 
ᾧ --ψ z) = Ta (ro: mum (2.8) 
Prin evidentierca funcției . 
l „ezr 
ΕΞ ο. η Ην " (2.9) 
se a. că soluţia (2.8) este de forma 
+00 
$4. = ra s Bai (2.10) 


în care (4, α, £) reprezintă funcția lui: Green. 

Dacă conductia: ο... se desfăşoară pe un interval finita 
0 € me, iar influenţa - W= e(t; x) se conformeazá initial unei . 
funcţii: Φ(0, EE f(x) si se menţine ulterior nulă pe frontierele ὦ = 
Vi Ὁ =, atunci qr e (2.5) a ecuaţiei (2. 4) se particulari- 
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zează impunind condiţiile la limite V(î, 0) = (t, 1) = 0 din care 
xezultă că A = 0, C, = anji şi deci ` 


WT i E că i NAL 

Yalt, 9) = - Bye? Sin ------, 

wen ] L 
unde n = 1,2,..,00. Prin- însumarea acestor soluţii particulare se 
obține soluţia ` ^ | 


na 


co a : NTL i 
Q(t, 2) = Y; Yalt, 2) -X Be” 22“ gno (2.11) 
n=l n=l s 
cu condiția iniţială dată prin functia 
(0, ὦ) = Κα) = Σ B,sin HE 
. n-l 4 


in a cărei dezvoltare în. serie pe. intervalul:0 < x < L coeficienţii 
Fourier B, sînt, potrivit formulelor lui Euler si Fourier (Jackson, 
1941; Zygmund, 1959), de forma 
1. 
| n 
Kesin darie d£. 
75, v 


2. 


Lj ` 


Ta 


Asadar, solutia (2.11) are expresia 


L 
2 MEE ESTI a NTE NRE 
Y(t, α) = zye Spe n^ sin == gin a dE κο) 
, n= 4d B, ' 


^O co nt? noe zE ; 
1 =—— al . NTE . UT 
GR ἀξ) 2— e sin sin ——. (2.13) 
L n=l L 
În cazul conducției conservative pe:un interval limitat 0 <a < 


« L.pe'care influența ψ.--. (t, ὦ) se.conformeazá , dmitjal unei, Su 
pia 14) ŞI. se: menţine ulterior, constantă; şi egală. cu Yo; pe frontiera 
"a = 0, iar densitatea ; fluxului. de conductie AU] δα se. menţine 
constantă Si egală cu. d; pe frontiera = in orice moment t > 0, 
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ecuaţia (2.4) se poate relua prin substitutia d(t, x).— ba- + (qui 
je = = F(t, x) sub forma ; 1 


4 Rp-- gap 
-= 4 - 
οἱ δα” 


cu condiţia iniţială 


P(0, a) = = fü) ο pe a 


și cu condiţiile la limite 


y η 2A 
Ῥ(, 0) —0 si zi (tA NO: 


Pentru această ecuaţie se dispune de soluţia, (2.5) 
F(t, 2, Ὁ = ez P" A (7) costa + Β(Τ) simta] 
care ate derivata ρα μας în xapori eu D 
| 1 ov 
oL 
Impunind condiţiile la limite ¥(t, 0)=0 si [2 (t, α)/ϑα]:..1-Ξ0, se 


deduce că A — 0 si respectiv. ζ, = (2n ΚΗ 1)z/(2L), deci se retin 
soluţii particulare de forma 


= — Ces A(X) sint — B(C)eosta]. 


(33-1}1π2 9 αλ 
= sag po 2m Lyre 
iure) eer Pie μα 
a 


unde n = 0, 1, 2,..,00. Din insumarea acestor soluţii particulare - 
rezultă soluţia 


ee (09 denim, 2, 
Pa, ο) = y. x)e δ Brel ο “sin ERIT. (2.14) 
| "U ΠςΞΟ τ -n=0 : “44. : -Z 


în care coeficienţii B, se pot determina folosind condiția iniţială 


(2n +Izr. 


ο DET 


Întrucît! seria: 
2n + l)rx 
E Basin CEDE. 
πο ar, 2L k 
reprezintă ο functie impäră, urmează că şi funcţia f(s) — Vo 7r 
[*)& este impará conform dezvoltării 
Qr . (2n 4- ly 
fis) — ψο +a = iy (ὦν dB. E dis βίᾳ — 0 — 
x unc l 2L 


unde coeficienții Fourier Β,, B, si E: at funcțiilor impare f(x), 
si (q;/ž)x au expresiile 


Vom ed Kas 
(On τι. ANIA, : 
L 
0: 


mp ος | _ ὃν + 1]π pn nt 1γπὲ 


A: pe 
(2n + 1}π 2L 2L 
| ! du nL 1) dier 
a 40 ja [ων (21-- 1)πε n xg two i 
(2n. + t)r J. no] DN (2n + 1}π 
si ; 
L 
2 ü i | L Jis 
Joa AP: 2L 
0 


Ad m 2 
LN Le Qn Elmo nc lE ας - 
2L . 2L 


(2n + 1)nž 2L Ἢ 


- 


o 


l 


gue 


! 
iex e 


L 
π.. T ο 4- Ί)πξ ]*-* |. (Qn + ly 
S i> : [i (2n + 1) T "Aes 
. στ EEO : 


RS MA IAN - 44, m| τετ X Doi d nes { den DE a| 
(2n. + 1)πκ. L (2 db Cig 


1 * 9 


ER SL, E E (2n + 1)πξ | E 8,3; 
(2n + 1)π2. | PEL (2n + lyz ` 


În consecinţă, coeficienţii B, se compun sub forma 


Lei ; 
B, = B, + BY + By =p (7O sin CE ME a 
9: L 


o n E (2n. + 1}π5 


şi deci soluția (2.14) se reține cu expresia 


n=0 4 L 


| n. 
e 2 Jic) Lk 22 
0 


ΜΕ nat [: am ROLIN: | " ONT " in (2n + lze 
(3. 4- πι ^ | (2n 4 mă | 


din care rezultă că 
V(î, 2) — Vo — AL s + Ὁ | Wo sin LIES ag 
7 x 


e) 


0 
ET Tw porn or Seat gi cb Dre 
(QQu-Elij li ον + πα Ca Wes 
(2.16) 


21.1.2. Metoda transformatei Fourier prin sinus 
se utilizează pentru integrarea ecuaţiei (2.4) în cazul unui cîmp de 
influență ᾧ = $(t, α) care satisface condiţia inițială. $(0, 2) = ία) 


dl 


pentru 0 «αν κ 4- co şi condiţiile la limite Y(t, 0) = Y(t, +00) = 0 
si [eot a)/ ev ]4.:35— 0 pentru tz 0. Prin înmulțirea: οι 2|[r sin oa da 
şi integrarea pe intervalul 0 < x < +oo, ecuaţia (2.4) se trans- 
formá in ecuaţia operaţională 


+o.. i E COO 


5 Η ταὶ hi : ο) PĂI] 3 - : V. ο ` 1 
6 ; O UL „A 
| = iis sin ox daz = a] — — Sin 6274 2* (2.17) 
T Οἱ i i ME ce Jote ! 
0 0 t. 1 


Dacă pentru transformata Fourier prin. sinus a funcţiei ὦ = Q(t, c) 
se foloseşte notația- ;.. μή i 


+0 E 
| | A | ψ(ί, -ϱ) sin οσα = Got, iX —- dust, 0), 
0 | 


atunci membrul sting al ecuaţiei operaţionale (2.17) se retine cu 
„expresia | 


ΐ 


J.A δν Tob]. dé: 
- ` è > 
— \ το δη osr de = Gelael = E, 
| T | ο - Al et - dt 
x d 0 ν E Tm ο σα T ο eA 


iar membrul drept al aceleiasi ecuaţii se prezintă, potrivit formulei 
de integrare prin părți, cu dezvoltarea, 


+o . : - l 
κ... (γέ 5 
a VE? sin orde = a || < (sin oz] -- 
i A: T^) na που | x=0 
Ò v g : 
-+00 wx ; ο. 
LF NS que" πω este 
"E NC v x-0 
0 
să Ld EC 
| H * ^ofx--4-00 LDAN ERI 1 αἱ αὶ ; jb. 
= o (peos os | i d- 6) | ψ Sm [OH uv 
. τ--0 Li AA. 
0 


și deci, finind seamă de condiţiile la limite, sub formia ^ ^ ^"? 
+ Lr - 
2 (598) sis qucd EX pet AH 
a EE 3-35 BUM ου νε ἵνα -φ(ίχα): sin oz dz = 
i Te σα” Sv C 
0 : à 0 


= — oa (ZU, 2)] = — Qu... 
Ca urmare, ecuaţia operaţională (2.17 ) se reprezintă prin ecuaţia 
diferențială ordinară omogenă 


dU. H 

5-4. (2.18) 
d? 

sau 


dos. x i 
—— c oq dí. 


Ü ET 


4 ^V 


pentru care, prin integrare de la ? = 0 la t side la O4,(0, o) la 
Φ(ίνω), se găsește. soluţia | i Ὁ 
| V «st, ON ψμ0} τ Ὃς 22, 


Potrivit, condiţiei iniţiale supuse transformării: Fourier. prin sinus 


Ve (0; ὦ) = GI] = Gr [ΚΕ] = [3 | AZ) sin să d£, 
; diam 
soluţia ecuaţiei operaţionale este de forma 
Um bs "s 
Us ὦ) -- J+ | fE) sin ok a (2.19) 
A o | 


Reeurgind la transformata prim sinus inversă 


l/ Á Palt, ω) sin ex dex = Er Yalt, ο) = ψᾷ; α) 


dec aë 
C, 891 A 20 


conform căreia 


-+00 +œ , 
: (t, 2) = w | f($) d£ | e-** sin og sin oč do = 
LL | " d | 
A "oo Too Ε . 
8 | fag Ven [cos o(s — E) — cos ω(Φ + £)]do. 
ffirg d = i κ a 
şi aplicind integrala lui Poisson | 
- -+00 | 6. : 
ec cos of do = "e οὗ X , 
0 


unde e? = αἱ şi 8 = æ F £, se deduce cá soluti ia căutată pentru ecua- 
fia (2.4) are expresia  — 


i anb cag REMO πόμα e=] 
Wt, Qu. BIET | ΚΡ ere gengdi 9:20) 


21.13: Metoda tr ος b Fourier prin cosi- 
^ w 8 se foloseşte pentru integrarea ecuației (9. aa în cazul conducției 
CODO MU ALE Ps un interval. semiinfinit 0 < a < +o pe care in- 
fluenta ᾧ = y(t, 2) satisface condiţia mise W(0, ὦ) — 0 si con-: 
diţiile la limite Ņ(t, + oo) — 0, [οψι, 2)/da s-o = — yn f* si 
[auti, 2)/ 90 ]...κοος-θ. Prin înmulţirea ecuaţiei (2.4) cu aa 005 ox da 


şi apoi prin integrarea ei pe intervalul 0 « x < ἘΠ se (uus ecua- 
ţia operaţională | , 


wt Reo ____ Ἔοο 
ey ΕΝ 2d 
— Ar rosor dr: sd —4-. COS Qv dæ. (2.21) 
et N T ow- 
0 | 0 
În pro dacă tr ansformata EE Ciiis E in cosinus a prce Y = b(t, æ) 
` cu notația l 
EL- “e 
2 Y 
EE ᾠ(ίνω) cos oz da x FLY, 2)] = Vae(t, ©), 
0 ; i | 


en 
INN 


se constată ci membrul sting al ecuaţiei operaţionale (2.21) este de 
forma ΕΕ 


“-ο0 


3 ab ; iza ιο ! 
E | Are o de = r | |] - -- 
zi go i 


iar membrul Pen al aceleiași ecuații preluat, „potrivit for mulei de 
integrare prin părţi, eu dezvoltarea, ' 


+o ,.. : Xa 
a || — -- cos ox do = a || — EAS 08 OX | + 
r3 σα” CX κ--0 
$c 
+00 4 : | 
^ i 9 ^ X—-t oo 
ôb. zv PNEU S | 
+o -——sin oz d) Eq 1 i κό COS. OT + 
ZZ ur ἽΝ Hiro, x20 
9 . A NITS . MM 


| +0 
| |x= too "S. uM v» 
+ o (o sin ex | 


RAS | . à cos az dz) | 
n =0 $ à 


0 
poate fi redat, corespunzător condițiilor la limite, prin expresia 


«|? GLE -COS x dr = ) — ea 
τς QOL a ------ 
E ea? A Ve: 
ET 0. 


Asadar, ecuaţia operaţională (2.21) este reprezentată. prin ecuația 
diferențială ordinară „neomogenă 


A a ου 
ΑΕΕ ΕΚΕ.’ ως x (= νο κκ. 
di HE, pi Ja olt) 9 E 


(2.22) 
Prin intermediul substitufiei 


Vsc(f, w) ZA Yel ω) : ye (t, 0), 
rezolvarea ecuaţiei (2.22) νεο sub forma, 


"uw. ue eden roa 
*c 


rca 
di ye LEE I 
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se. reduce la rezolvarea, . ecuaţiilor 


E "n^ 
wx Eq duxi, o) ΡΕ ΠΡΉΚΝΙ 
ψλο(έ, 4) dt 

; ἀφ (τ, o) - Ludi a. fou T 
dz 73. Ὅς amateur & do(7) — 0 


cu 0 < τς t si ὑμ(ο, o) = 0, pentru care se retin solut iile 


(s o) A (ο, 10) νὰ erat 
81 
- = Q 
i fis VUE us vem 3 [πον 
AI (d ΝΕ uo m ΓΝ! ΟΡ, (zecea? d; 
ο ta URS ο) | ο 2 
0 


astfel încît pentru ecuaţia (2.22). se găseşte soluţia 


| ἽΝ 
a AR Toa 
Vat, e) = Ut, o): UE( ὦ) -- & epe (2.23) 
| i ji T eub ad di Pe 3 


ur teorema de inversiune a transformatei prim cosinus 


Foo 
yz | M oj 605 oq do = Fr ΓΦ. e(t, o)] = (t, v) 


d 


în care funcţia ψ.με(ίν e) are expresia (2.23), rezultă οὔ 


t F EL. 


Wu, ὦ) -- -4 Viso 


TZ 


oo, 3 
as | erat COS OL do, 
ῦ 


de unde, prin efectuarea integralei -Tui Poisson 


+00 un ; ; 4 
giigm (EXT. a 

PT v.e 20-7 60g ix digi) T e eg 

J^ d γα | ta(i.— τ). ὃν 
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se găseşte. soluţia căutată pentru ecuaţia. (2.4). 
| pi 
„ză 


ὑ(έ,α).-- ii stu ο. dau da. (2.24) 
ou) aat mom 7) 


DAI 4, „Metoda sr au sf ormatei Laplace se aplică 
pentru integrarea ecuaţiei (2.4) atunci cînd influenţa ὦ = d(f, 2) 
satisface condiţia iniţială W(0,2:) =. 0. Conform acestei metode prin 
care functiei original ᾧ = ᾠ(ίνω) îi corespunde functia imagine 


BC (t, z)e-/ dt = [0,29] = Ve a), 
[ 


se procedează la multiplicare ea ecuaţiei (2.4) prin e-?' si apoi la inte- 
grarea ei în raport cu variabila t pe durata, semiintinită 0 & tm +00, 
astfel încît se oben ecuația open aţională | 


| --co -+ oo 


| Y | 
| Be e-^ üt ---- a V LY o t di; (2.25) 
él. 


Efectuînd transformările- integrale in raport cu t 


| μ. N 
7 * 188 sept ario ape == py*(p, a) 90, a), 
PDA NTUN it] : 


^00. c LR 
2d I ΜΕΝ PL 
436 αν dee : 
| a da? 
0 | 


Şi impunînd condiţia inițială ΠΤ z) = 0, ecuația (2. 25) se prezintă 
sub forma 


qd?4* 
l Ida? 
şi are soluţia generală 
l i X 2 : i ο. 
bt(p, 2) = ΏΩγο ὑπ” Ἡ- ολο -— (2.27) 


în care pentru p/a real si pozitiv se retine | pla cu valorile’ pozitive. 

n cazul conducţiei conservative pe un interval semiinfinit 0 < 
« € — Too pe care influența V=u(t,a) satisface condiţiile 
(0, -) = 0, P(t, Ὁ) = Polt) şi Y, + οο) = finită, soluția (2.27) 
este preluată cu condiţiile la limite transformate 


lesă, | Y | s 
| | Y(t, 0)ο-’' di = ἱ Vo(t)e-2: dt . 
E | des 
sau desti 
i V*(p, 0) = vip) 
| Y(t, + co)e-P dt = finită 
sau 


Q*(p, + oo) = finită. 
Potrivit acestor condiţii la limite, soluţia (2.27) sè particularizează 
prin coeficienții C, = 0 şi C, = VE(p) sub forma . 
' πι A i Api aL sod ds 
v*(p, 2) = vo(p)e : (2.28) 
| Dacă la extremitatea, x — 0 a intervalului semiinfinit se men- 
tine o influență ᾧρ constantă pe întreaga durată a desfăşurării con-. 
duetiei, deci dacă se dispune de o condiţie la limită q(t, 0) = ὡρ = 
— const. cu transformata Laplace - 


n m 4 No ει 


EC 0)e-?' dt = h | e-? dt 
0 0 


sau nea 
' | Y 

$*(p,0) = vo (D) = , 

V αἰ rpm 

atunci soluţia, (2.28) se exprimă prin functia imagine 
| Ib mess s 
dri, πα 
Li p | 


căreia îi corespunde functia original 


: : x " Πα 

(f, α) = Lip, α)] = We : ως = pafe — c 

- 1 Γ3 m cie - d v H AC 2 at 
i tă E | (2.30) 
unde, | 

rf. +o ` | : 3 P : 
i d$ ας gl Pib: E ἘΞΑ e-9 d£ 
erfe — = Ja” dE d e de Ξ 1: | F ΟΜΩΣ; 
à A | 23 ο. i ". 


este E E άν functiei erorilor. (complementara functiei jui Gauss 

sau complementar a integ gralei de probabilitate) cu valorile uzuale pre- 
zentate în tabelul. 2.1. Dacă însă la limita z = 0 influența Y); este 
variabilă în timp, atunci pentr u- deducer ea. soluției. Ψί b a} se recurge 
la teorema lui Duhamel 


Sgt AS ay =) fat — sa: = t) áo sha qu i: Apă 


eu transfor mata. Laplace | 
efi (fi DE = ftt) ff) 


in care funcția POL si transformata să f* (p) = LAOT. sint reprezen- 
tate prin: $(t, 0) = Volt) si respectiv prin, V*(p, 0) = -ψδ(ρ), iar 
funcția f(t) si transformata sa fă(p)= L[f(t)] sint date, corespunză- 
tor cazului particular fundamental al influentei constante la limita 


de, prin erfe H (3| αὐ] 5 respectiv prin (1/p)e e-a Vap, Întrucit 
funia μη pf? (p) fft se conformeazá soluţiei (2. 28) | 


n 
n li j*(p, 2) = ype Y» | 
iar transformata el. inversi se calculează cu "orsi? lui Duhamel 


Substituind "OR prin Yo (0), 1.60) prin (erfe [z/(2/at)]).— o— erfe ( 4E οο)-- 
= 9, AG) prin! Vo(7) ᾿ Şi τς at prin i 


a [5 ete] (e E A M | a 
i et 4 | 19] αἱ tt- tm Y | ED id l 
aM dă Em d. | 4 a x 


Va. m Zau = = 


„39 


. 


Tabelul 2.1. Valorile uzuale tale ;coriplementarei funcţiei erorilor |. 


[15] 
R 

Pa 
i 


ως | c 
M m—— enes —-— 
2 Yat ON γαι 


a! 


eric hio lcrici m ae Ei 
à y 2l/at | Var: | ayal j: y ti Li 2 Vat 


0,00 | 1,0000 0,53 0, 4535 1,06 | 0,1339 1,5884 0,0255 
0,01 0,9887 | 0,54 0,4451 1,07 0,1302 1,59 0,0245 
0,02 0,9774 0,55 | 0,4307 1,08 0,1267 1,60 0,0237 
0,03 0,9662 | 0,50 0,4284 1,09 .| 0,1232 1,61 0,0228 
0,04 0;9549..] 0,57 0,4202 1,10 | 0,1198 1,62 0,0220 
0,05 0,9436 10558 | 20,4125. 1: -14,11 |. 0,1165 1616. | 0,0212 
0,00 °| 0,9324 3] * 0559 0,4041 1.13 1 041152, Iw, Ὁ, 64^ 0,0204 
0,07 0,9211 0,60 0,3961 143 0,1100 1,65 0,0196 
0,08 0,9099 0,61 0,3883 | 1;14*'|' 0,1099 1,66 0,0189 
0,09 .| 0,8987: |. 0,62 . |. 0,3806 |. 1,15 [0,1039 |. 1,67. | 0,0182. 
0,10 0;8875 |. 0,63 | 0,3730 | 1,16 |. 0,1009 41,08 .[...0;0175 
0. TT 0,8704 0,62 | 0,3654. 17^ 1,17 L8, 0080; 1. 1,09 0,0168 
*0,18* [1078089651 0765 4 !075580* ΕΤ 18^ ^| ^ 090952 1,70 | 0,0162 

100,13 0;8541. | 0,66 | 0,3506: | ^ 1,19. | 0,0924 1,71 .]ι. 0;0156 
0,14 0,8431 0,67 0,3434 1,20—| -0,0897 |: 1,72..| 0,0150; 
0,15 0,8320 0,68 0,3362 1,21 |^ 0,0870 1,73 |. 0,0144 
0,16, |,:0,8210 0,69 0,3292 1,42 0,0845 .], 1,74 0,0139 
0,17 :[..0.8100. .]. 0,70, | 0,3222 1. :,1,23 /|: 0,0819 ένας -q| 0,0133 
0,18 0,7991 “10,71 | 0,3153 1,24 1:70, 0795 1, 76 |. 0,0128 
0,19- | "0, 7882: 0,72 0, 3086 1,25 0,0771 1577 0,0123 
0520; | 4057973 εἰ. 9108 0,3019 1,26 0,0748 1,78. | 0,0118 
ο 21. 0. 7655 0,74 | 0,2953 1,27 0,0725 || 1,79 | 0,0114 
0,22 0,7557 0,75 0,2888 |." 1,28 | 0,0703 1,80 | 0,0109 
0,23 0,7450 0,76 |. 0,2825 1,29. | 0,0681 i] 1,81 | 0,0105 
0,24 0, 7343 .0,77 | 0,2769 1.80 |. 0,0660 || 1,82 0,0101 
0,25 0,7237 0,78 0,2700. |- 1,31 | 0,0639 || 1,83 0,0097: 
0,26. | 0,7131:.|. 0,79. |.:0,2639 |]. 1,32 p 12100] .1,84.. | 0,0093. 
0,27 1:0, 7026 0,80 |. 0,2579 1. 1,33 0,0600 !| 1,85. | 0,0089 
0,28 1]: 0,6921 0,81 /[ 0,2520 |: 1,34 | 0,0581 || .1,86 | 0,0085 
0,29: [0,6817 '0,82 0,2462 | 1,35 | 0,0562 | (51,87. | 0,0082. 
0, 30 0,0714 .|.:0,83 | 0,2405 | 1,36 |. 0,0544 || 1,88 .| .0,0078 
0,31 0,6611 | 0,84. | 0,2349 |. 1,37. | 0,0527..| 1,59 0,(075 
0,32 ^|: 0,6509: URS | 70,2203 | 1,38, |,.0,0510*:| ^ 1,60 0,0072 
0,33 0,6407 0:86 40,2239 | '1:39 | 0,0403 | 1,91 | 0,0069. 
0,34 0, 6306 0,87 0,2186 1,40 0,0477 1,92 0,0066 
0,35 0, 6208 0,88 -| 0,2133. | 1,41 | 0,0461 1,93 0,0063 
0, 36 0,6107 0,89 0,2082^| 1,42 |. 0,0445 1,94 0,0061 
0737 0,6008 0,90 0,2031 1,43 j| 0,0431 1,95, |. 0,0058. 
0;38 0, 5910 0,91 | 0,1981 1,44 0,0417; | 1296. [| 0,0056 
0,39 0,5813 0,92. | 0,1932: | 1,45 0,0403. 1: 51,97 0,0053 
0, 40 0,5716 0,93 0,1884 |. 1,46. | : 0,0389. 1,98. | 0,0051 
0,41 0,5620 0,94 0,1837 | 1,47 0,0376 . 1,99 |> 0,0049 
0,42 0,5525 0,95 0,1791: 1,48 0,0363 2,00 0,0047 
0,43 | .0,5431 0,96 0,1746 | -1,49 0,0351 : 2,10. ;| 0,0030 
0,44 | 0,5338 0,97 0,1701 1,50 0,0339 2,20 0,0019 
0,45 0,5245 0,98 0,1658 |. 1.51 | 0,0327 2;30 0,0011 
0, 46 0,5153 0,00 0,1615 ας ΕΙ *0. 0316 - 2,40 0,0007 
0,47 0, 5063 1; Q0 | 0,1573, 3855 .0,0305 3 2,50 0,0004 
PA Cai s | rd 1,54 | 0,0294 | 2,60 | 0,0002 

, , $t ,1492 Le? 
0.50 0.4795 1.03 0.1452 1,55 0,0284 2570 0,0001 
0,51 0,4708 p04 0,1414 1,56 0,0274 2,80 0,0001 
0,52 0, 4621 1,05 0,1376 1657 0,0204 2,90 0,00005 


urmează că funcția original 
j d | 
ar Fa = "7t paff UD - fE(] 


are expresia 


| ats Pu XN c ; | 
t, x) δν, pe a Vire τρ 
lx i OM y- 
5 0 
Yt 31) 
Prin schimbarea de variabili 
7 a P. 
=== Ο- 
ofa t— τ 
Potrivit căreia, 
43 
| i t SAGE ἃ 
| | | dat 
Si 98 i H X : i 
Non ARE MICH PER NE digi 
i(t — Walt — τ) js (= =) | d 
solutia (2.31) se mai prezintă sub forma 
Y aN. " y 
ψ(ί, q)-—-—-—— 1 (+= τά ) * uc es 
yz : 4a E? 
à -oo 
2 P g2 -Ἐ2 j 
= ------- Vo L κα. ο or e ' dé- (2.32) 
Vz 4α ἕξ. " 
xj at)... ; 


În cazul unui cîmp de influenţă y = E ut, 4) care satisface 
condiţia iniţială ψ(0, x) = 0 pentru 0 «c Mo + oo si condiţiile la 
limite: [b(t ὦ) if lea —do]ă = const. şi. [ὅψ(ί. a)[àz]is κος — 0. 
pentru.t, 2 0, se recur ge, de asemenea, la. dr (2 31 ), preluată cu 
derivata sa ' tgp 


Ἐκ, ΠΝ ΕΣ ἀν DE 
de*(p, æ) — |J Po IPA AES E E 
dum — Jia 


4i 


şi cu gone, la limite transformate. 
: ^ | DAT 


Aon a, (t, 0)e-^^ dt = i ea e- dt 


c 


sau. i 1 
i d x7 
S dan 0) = 4 


si „respectiv. 
P +o 
A i ud 
| 2 (t, + o0)e-” di — 0 
δα. | 


sau 
i 
de 


Yofstid à Boost conditi la ία din expresia, derivatei di*(p,z ja 


rezultă οὔ, Οἱ = 0 οἱ —0/pla = —dol(3p) sau - (OI (aya) (cp 
Ca urmare,: soluţia (2. 21) este reprezentată prin funcția imagine 


da e Ts lA 
ap 


IL 


v, 2) == (2.33) 


căreia, îi ασε ude fwnefia original 


En 


(t, ien αγ (P; 2) — = dla a z U e dat -aton s Ji 
Cr caa): ea) 


. 29.1.2. Conduetia neeonservativá se conformeazá unei ecuaţii (2.2) 
cu membr ul dr ept particularizat prin anularea termenului sáu secund, 
deci prin condiţia | 


E» ^ T 
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În consecință, ecuația - conducţiei neconservative. se prezintă sub 
forma i 4t ^ PRO 


οφ ᾿ d > y^ 
=. pe (2.36) 
ct Qa? nf 


in care termenul e poate fi exprimat printr-o funcție (1.19), (1.20), 
(1.21) sau, mai general, F(t, x). . | 

2.1.2.1. Metoda separării variabilelo r 5ο utilizează 
pentru integrarea ecuaţiei (2.36) în cazul în care termenul e are 
expresia (1.19). Cáutind o soluţie  — d(t, a) = c(t) : (c) care | 
să satisfacă ecuaţia (2.36) preluată sub forma | 


πι LT ih 


------- = ---------- — 1 9 
ἃ δω; αμ" ἯΙ 
se găseşte că 
a LE is d?a A τῳ 
| dt. dg? Pai ii 
| f 
Sau | 
T dC€ t 1 RZ s 
m πο κ entr o 
aC di ο Q da* ^ 


unde variabilele sint separate în expresii egale cu o aceeaşi valoare 
— C reţinută. ca negativă pentru a se putea accepta din punct de 
vedere fizic. Prin separarea variabilelor se obţin deci ecuatiile dife- 
rentiale. ordinare... A ' l dk y 


Pe 


«Ὁ: N o D DUM i 
------ - —]aC =0 : eq -- 0 
dt . at +a) " da? Hi 


cu ale căror soluţii 


` Soi g) hy ; : IE. í TA ο λα 
τι, Ὁ -- 6e Ute gi aye, Ὁ — C Deos r4 CAE) sin ζο 
se construiește funcția i | | 
y l uA NET IA Ir EA S 
wi ὦ. X) = οί C) (a, C) e 17 9. (000) eos ζα + 


+ 00; sin ζω) -- ο (rs ag) [A(2)eos ζα + B(C)sin ζω]. (2.38) 
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Dacă πμ ψ.-- p(t; x) este dată'la momentul initial? = 0 
printr-o funcţie ψ(0, V) = f(x) definită pentru —oo < x < +o si 
la distanță infinită 2 —> -Eoo printr-o valoare b(t, 4-00) — 0 ne- 
schimbată pentru t >0, atunci soluţia ecuaţiei (2. 31) considerată 
prin integrala, 


4T x» 599 
Y(t, α) = | V(t a, Ὁ dt 
5.3 » iod 


se. exprimă, potrivit eu (2.38), sub: forma, 
ἢ + 00 | 1^ í ' 1 
UT dea E | e [Α(ζ)οο5 ζα + B(t) sin ζα] dC (3.39) 
9 ΝΣ Pn. 
în care coeficienții Α(ζ) si Ρ(ζ) se determină prin condiţia iniţială 
+ oo 


um a) = (aw )eos C m xi B) sin 59] de ZAO: 


Admiţind că funcția fa) ) poate fi 299 ezita "δ integrala TU ier 


co. eo „+o 


TEES zhe εἶ’ JE) cos ζω E) ἀξ = | 


0 09: " " 

L +o O poo i ὠμός» (TT 
is | |cos eb (ro τρανῶς dee ο) E f) ica] at 
μα 0 A | nof .. [- —00 ' τι 

prin care condiţia iniţială este κ, we | 
- E του i J i a +00 | ta GU 
JS εν f f(E) cos t£ d£ si Β(Ό = e FE) sin te d£, 
se retine soluția (2.39) cu expresia 
M Ἔοο '. 4 -1] -- -+.00 
s i (024 ar ME | . 
Y(t, æ) A ca V e ( a) K T | υπο x ἀξ a 
- ZU 1 3 d j 
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- 00 


+ Sin ζα | (5) sin de αξ]ας--. 


fus MO bu ce u)e s ZONE LS 
Vac | f&e d D r t Rs (2.40) 


După sehimbarea ordinii de integrare, in soluţia (2.40) reluată sub 
forma 


eos t(z — ϐ) ač (2.41) 


2 


se efectuează, conform integralei lui Poisson, substituirea 


--oo : yr US 
c-ta dos ζ(α — E) dte | Zoe 1% 
| : li εί S 2 | dat 
EU bs ii 
prin care se deduce că 
d uo ov +o. Ad Ie ema T, an] 
] TUE d pos Ar enr d Emi UA Ὗ 9 49 
(t, α) = ——-WMfSe 2 md. [4 (2.42) 
2 [xat "I Rm 


—00 


În Ni conducţiei neconservative pe un interval limitat 0 « 
«X v:«-Lpe care influenţa ὁ = b(t, a) „satisface condiţia, iniţială 
(0, x) = f(x) si conditiile la limite d(t, 0) = b(t, L) —:0: pentru 
UE ἐπ (3. 38) se particularizează, potrivit condiţiilor li lim: E 
prin nee ποτ 0 si sin URNE Ὁ sau e = nr]. sub forma 


ο πο 1 
= Ἔ--) αἱ 
[ΠΕ ea) ὅπ 
AMI pie, e sin - P , 


di oc 


unde ον = 1,2,...,00: Din însumarea acestor soluţii particulare re- 
zultă soluţia, "t sig | FAL 


kani nên? 1 
sa Be ὁ ων Ίψω O ohir. e oan) 1 NTE 
E E Y, Be Ct) in L^. (2.43) 
Dl n=l 14 


preluată cu condiţia, EU 


Y 40, ο) à) Ax By un ret Sed im 


. n=1 


"Întrucât f(x) reprezintă o functie Ve eu coeficienţii Fourier 


urmează că soluţia (2.13) se retine cu MANN 


"e", δ oo fatu l^ j i. 
«9 CO T Eris vus) mu A PRE e '- 
"ta 3a) = ΤΗ £) Se ( auod i sin: — ama sin τε dE (2.44) 


z=1 Şi 
în care functia lui Green este de forma 
ner? 1 ἂν , i 
ο (T tR BTE. ant 
Se sin — sin — 
L 
| 


Dacă intluența ᾧ = ᾠ(έ, α) satisface doi iniţială ψ(0, α) = 
= f(x) pentru θς ας L si condiţiile la limite 


ja, ο ον 2" d Z)—o 
Oc 


pentru 1: 0, atunci din soluţia (2.38) si din derivata sa parţială, 
în raport eu ὦ bi [πι 


se deduce, tinind seamă de condiţiile la limite, că A — 0 οἱ cos (LZ = 
= 0 sau C, — (2n. + 1)z/(2L), unde n = 0,1,2, . . .,oo. In. consecinţă, 
solutia (2. 38) reluatá prin formele partieulare | : 
(2n +.1)2 π2 1 
| Fea ος aa E τη st 
Ya (t; Ὁ) = B, € [ 412. =] sin (2n + 2 At 
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se prezintă- οι expresia 


ie si FE = + mt x] f 
Φ(ἱ, α) = Σ Yalt, 4) = DX Ba SA ο δίῃ Grit DTN 
n=0 τση, i ; 2L 
(2.45) 
Impunind condiţia iniţială | : 
oo | (2n Ί πο —-— 
. €(0, t) = Y; Ba sin ML fe) 
ΠΕΣ mH j 
în care 12) este o funcţie impară cu coeficienţii dde 
| L 
͵ 2 Ate 1 ἐν 
Ba -2 [ro TEER ἀξ, 
“se conchide că soluţia (2. 45). are forma | 
x L EE PET Tes] (2n 4.1} (2 ο ΡΜ ' 
; zr dh lu. πω (η TE 
Y(t, v) ——— V f(E e 3 PA Ci t ş Şi EAE 
? ) 7 | fi ) X 9L m 9L z 
v | | 
| i (2.46) 


unde | 

Sos E Ἔα | ος | 2 d 9. [ » 
| 2L - 2L 

Top MUR UN lui Green. 

2.1.2.0. Metoda tramsformatei Fourier eom ples e. 

$e aplicá pentru integrarea ecuatiei (2. 36) atunci . cind termenul 

€ este exprimat printr- o. funcţie F(t, 7), iar influența: aiie, ho 9) 

satisface condiţia iniţială (0, α) — 0 pentru —00 GI « + co şi 

co sate la limite 


Vb 6ο) 0 si PE οο) = 0 


pentru { > 0. oS acestei metode prin eare funcției V Y etf a) 
îi corespunde transformata | 


Ἢ OD 
ye jo t, a) eco da (FIU, α)] = vali, o); 
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ecuaţia (2.36) preluată sub forma 


«δῷ e τ’... agno ΗΠ | 
— = Qq —— Ta 1 4 2:47 
πο νο πο 


se dümulfeste cu ( (122) e ος ιβ ο in raport cu varia- 
bila æ pe intervalul infinit --οο <a < ies. astfel încît se obține 
ecuaţia operațională 


+00 | dco T je + 00 
Nx T2 PCS: ]α =: T. city e. ded ES TN, 2) e... daz. 
y?z et 2z » aA l2 


; (2.48) 
Termenul din membrul sting al ecuaţiei (2.48) şi al doilea termen 
din membrul ei drept exprimá respectiv transformările 


A t M 5 d jd 
D. kiia e-ier. da = (E [2. ] Το 
şi 
+0 | 
SL p, uy oce dz — E LF (t, α)] = Fg (t o), 
V27 y 3 014 30 Wa 
m η - f 


e 
1 


iar primul termen din membrul drept al aceleiasi va integrat 
- prin porum η 1 dezvqtawi Y artus à 


EUM NE EZ Yer oae qst . Truyen 
y" d Ec. br T aeo 
A ud l 05 M α-- ζωα — AC yes e-iex| 3 - ) 
y2x aa - V27 δα mainii Mă E iai, 
l , —00, y : Ν 
T ΤΝ Eun z 
ΤΊ & [0p ipee e pe [ente 
+- τω Y p dao —— Pr ϱ-ο: + 10 (+ Cat x ¿+ 
n co V27 ox " " |. X> — 00 ΟἹ x —00 
-0 A Whi M: sn ET Vul {Ὃν ` 1 i 
-— 
+ 10 V pee 45}}. 
— 00 f 
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Și preluat cu condiţiile la limite [U(t, a) e- A4 EET zi; 
jax) esia zoo = = 0 reprezintă transformarea 


"co +00 " 
vU «qd Lu (o N 
CITY MOTRA = v(t, q)e-i9* dy = 
fas. θα” ms 
-— OO — co 


= — etag[9(, 2)] = — apy. 


Reluind ecuaţia operaţională (2.48) sub forma 
sq x : g | | 
a cL eta d. + Fa (f, o)- 
dt 
și efeetuind substitutia 


I paliso) DA e) - MIS ὃ) 


i 


i [(60] 


(2.49) 


iii care rezolvarea ise pa (2.49) se reduce la rezolvarea ecuaţiilor 


T FG 
si Po 1 Fa (s, oy 2:9 
dzi nn RAG t; ω) 


şi [ᾠξ(τ,. ω)]--ο-- 0, rezultă οὔ 
Yxlt, 0) = φ»(0, ω) ena ) 
H6 ὦ) e Pes ον 
ψα(0, pi Ww dpi ea 


OES ---υ 


şi deci - 


Yali, o) = (t 6)* Ut ο) = 


i 


unde functia F}(7, ω) are expresia 


f +o . 
S ENE τς 1 " 
"τ Pala ο) = qos. Vs ient ae, 


-0 


4—c. 891 


> - 1 F , 
V PG E, oo eoat- VENIS 
9 uu 
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Prin aplicarea transformatei inverse. 


4 oo " 
[az y Y4 (t; je) ο": do = E [Ox (t, o) = ᾧ (t, 2) 


se găseşte soluţia 


t P +o 


| 1 es on οωίσ-δ 0. 
oe α)----λᾶτ V F 8 dE V e-s«t-9.9 - 7. do 
T 25 
"ES PN -090 . i: ---ο9 E 
in care integrala 
; +0 | Orii " 
i eiels- 9 . J eiotx- E) war 
eco 79. ————— do = ο ο τν —— do +: 
πα 2 
= "3 —900. j x 
ο ul. 
R e efo(x-&) 
+: e-otdu-c). ———- do facete 
2 w NU 
Q 
Boe SOC i s 
.--ἑω(α--Ἐ) éo(x-E) . - 
eM οτωαἴ-τ). κ πω Μα de = 
2 
δ 
"too 4 x 
= | ου, cos o(s — E)do 
Ts ly EO | 
reprezintă; integrala lui Poisson 


t o0 


σα 


: SLE T 4alt- 1) 
οταν cosols — do = LENS "e í 
| ud "- ὃ) ο .4a( 
Ü = n 


'linind seamă de expresia acestei Mntespales IL (2. PL se «edo 


sub forma | 
. Cad 
| t to | e dU 
e pap a | tea az δε 
-ρο 


1.2 κος, iransformatei Pouri ier prin sinus 
E: o dias e pentru integrarea ecuaţiei (2.47) în cazul: eonduefiei necon- . 
servative peun interval semiinfinit 0 < z < + oo pe care influenţa 
ᾧ = bikr) satisface condiția iniţială ψ (0, 2) — 0 si condiţiile 
la limite : 


"9 ο. “i f i | ev Td 
ăi 0) = a c9) πε η LO ur + oo) = 0 


Ig tn 0. Xnbroduoind ἐπιὸν mata Fourier Br sinus. à funcţiei 
— e(t, T) 


oo! d ο Th 
yz : dis od 
τε f u Y(t, a) Sin og dz = (Fs [Y (t, 2)] — da. (t, 0) 
οι ua NO ile. P 
δἰ frodeditid là multiplicarea Em (2 AT ) prin V277 sin oa şi apoi 


la integrarea ei in raport cu variabila ὦ. pe intervalul semiinfinit 0x 
< 9 « --oo, se obtine ecuația. operei oil 


1 -+o | 7 
Ey Bee A DOAR ο | 
Jg Vo gp 39m ev dr = a cu ovni sin. cada ck 
ο. 9 ; 
loo 


pn ΗΓ | F(t, E). sin Qux da. (2.53) 
40 / 


In această, ecuaţie, termek din membrul. sting se exprimă conform 
transformării 


Eie y ! 14 
M2. 0Y. TM ev Eu i 
J+ (S zt —- sin oz dg = (E, | at | DE 
ΘΝ 


primul termen din membrul drept pci dat potr ivit forms de inte- 
jrare prin părți, cu dezvoltarea 


: oce ' i Í M TS a 
2 22 [ - 2 à i X -+ 00 
ahy — \ sin oz dg = a Y — | — sin oz. — 
λατ } Φαξ ο των ο T EN O Pr) y, ο 
2 0 i 


51 


-Ἔοο 


Hn ΠΕΣΟ TE 1 - —— : 
I 0 ue o 2Y cos OL de) re cata OL | Ην — 


ex e m ον x0. 


x-roo 


ESSI ( COSO L 


x=0 : 


του 
pu © | ᾧ sin osde) | 
3 RU 


se prezintă, intrucit Y(t, 0) = d(t, hoo 0 si [ edt, a)/ 62]... oo = 0, 
sub forma 11 


+00 


a2 M CY sin or da = — o? 2E | W(t, r)sin ox dx = 
TT Qm το TE 
— — eta(g Ξ.ΓΦ (t, rediens ass 


jar al doilea termen din membrul drept se retine prin funcția . 
Jg | PU, ὦ) sin or dr = GESF(t x)] — F xs (i o). 
0 A ; E 


T 


Ca urmare, ecuaţia operațională (92. 53) se reprezintă prin ecuaţia 
diferențială j 


Aa N a a) (2.54) 
die Sm Fe X s 
care poate fi rezolvată, | recurgind la substitufía. 
ME. 0 e) = dq (t o): E ὦ), x 
prin μμ formei 


VL; m gw: τ 
şi implicit al ia pt diferenţiale mai pun 
" dii, (t, o). μμ! De yh © ο. 
mm e) dt 
ȘI Ἡ 
AY (τι ὦ) ej. ο. yb pec 
dc dee o) i 


unde. θς q < t- şi, conform ` condiției inițiale; [6H(7, o)-o-=:0. 
„Deoarece ultimele două ecuaţii diferenţiale au respectiv “soluţiile 


[s Q) = di. (0, ©) Q7 o at 


Uh 
Put 


NL Te 1 
Vis (ty ω) ΞΕ 


Ἐπ Vas (0, .Q) 


| T5577 ayer d, 
0c 
se deduce cái: 


πα 1 
, Vas (f c) "— di, (t, o) φας (ἐν. ω) =| Fus (τ, ω) iggz re) d«. T (2.55) 
τ 


Reluind funcţia F4,(7, e) cu expresia 


-- 00 


Tys (τν ω).-Ξ E V F («,-E) sin o£ d£. 


5 um 1 s ἃ Be A dur 2 - Vut 
1 aplicind tran sformata prin sinus. inversă: 


+00 | 


s | Visa (5, o)sin oz do = GE, (5. 9)] — ᾧ (t, £), 


olutia (2.55) devine: 
Ἔοο που | j : , 
ds | PF (e, 5 d e^eit-3sin oz.sin o£ do. (2.56) 


ο i 0 


I) - 


Intrucit.se-dispune de egalitatea, | 
2 sin oz sin oğ = cos o(v — ἕ) — cos o(s FE), 


urmează, cá soluţia (2.56) se mai scrie sub forma 


0 wo DB ww € 0 1l : e E 
S rq m 2 dz | Ε(τ, Ela | R. [cos o (x — £) — 


y 
X 


— e o(z4- E)]de. ` (2.57) 


În sfirşit, prin! intermediul integralei Lui. Poisson, . conto căreia 
Iir tO 


J e-un [eos e T — «Qu. — COS ὦ (2 Ur D - 


9 
+ 00 ; - 00 - ; 
= | e-9506-7 cos o (y — E) de — | e-940-3 eos o(d + E) do = 
bet: 73 „9 


(x—E)2 (xr E)2z. 
T ; TE τ) ^ 4a(i—5) 
LP PW UTI IS e x : d 
=} «αι [ο "NW l 


se obține pentru soluția (2.57) PREY 


1 Fo 4 (x-5) g μω. [x E)* 
| 1 iM T dai) NU," LZ MM n 
dita) m dal Eras ib IE 5 ρα eos P să 
yd ue De) 
0 9 


2.1.2.4. Metoda lransformatei Fourier prin cosi- 
nus se aplică pentru integrarea ecuaţiei (2.47) atunci cînd influenta. 
ψ — dt, x) satisface condiţia iniţială Y(0, 2) = 0 pentru OL DE 
< "bs si. condiţiile la limite => 


(t, 0) 


d +0) = amg 


| 
3 
- 8 
| 
e 


a. 


pentru t > 0. P acestei metode prin care functiei ᾧ = V(t, a) 
îi corespunde ancor 


“+ 00 


e E o(1, i COS og ds τὸ 2.5: Ct (t, TJE = ja. (t, ©), 


din ecuaţia (2.47) înmulțită cu Ίσα 005 oz şi integrată în raport: 
eu variabila ὦ pe intervalul somiintinit Οςα < + oo rezultă " ecuația: 
operaţională | dH 


= Bi de. pad rr s 

2 (οὐ LOIN ΔΗΕΙΣΧΘΝ. 

NOM AF 608 QJ da = Ig yz ia cos oz dæ + 

T et 93) ἃ 

) o i ο : 
E ut f 
i 2 : m " 
y M F(t, α) eos ox dz, | (3.59) . 
Dm 


| 94. 


unde 


di ud 
£9 ed ὄψ y dá E 
P 3 2 
ΕΣ η eos OL da = ΠΕ LA, tese 
y? | öt Fo | at αἱ 
d 0 i | 
οι (Eyed ; 2 ( B TAN: 
& E \ ——- cos og de ---ᾳ | — jd COS OT ΠΣ 
Tode i SP 15 ἩΟ uiu S E" ctn 
e E. 
+0 t 
| | Nr M d DU mee x- too 
P UE : ος «ο ἰ..--, Ν 
+o ------ sin og ae) = 4 yi ON [αρ en MEL 
ca “πει a TZ. 
2 | | 
: Too 
E -x> 4-00 i 1 2H | : X 
do (^ Sin coc — «9 | d cos or ἄν) 
x=0 
^ FT 


sau, conform condiţiilor la limite, ; 
A +o . ἃ 


pul Li SĂ TA ss | 
4 |5. | : i: cos og {9 = — e?« F E | W(t, ους OL da = 
Wir GEE o nia re! T | 
0. 


= oa Fe [ᾧ [E = — oa ju, 
dez RES | 
a, i F(t, 2) cos δω = GE, 3) 1 = Path, o). 
Preluind ecuația operațională πο, 59) sub forma 
dias t 


- át = E A Fa (t, ὦ) 


si | efeetuind. substituti ia 
I ; e) VL. (f, EXE WI (t, ©), 


se obține ecuația abariki 
, Li " 8 d DUM 
SC μι «ju = — È dy sera 
QM | dt E dt. (URS 
a cărei. rezolvare se reduce la rezolvarea. ceuatiilor diferențiale 
1 dyk(t, ua: a: APA | 


Vito) dt 


(2.60) 


dUlL(z, ω) Ji 


Tee P ox s decis a 
ἅτ”. dude) 


cu 0 «τ <t si cu condiţia iniţială [UIL(, o)]..9 = 0. Aceste ultime 
două ecuaţii diferentiale au respectiv soluţiile. 


du Yit, ©) ---ΦΙ (0, erat 


şi 
: > RT 
E" ΠΠ 1 : r Σα 
JL, ὦ) ο Veo o) ο” d 
! 8 dO, e) Ş 


prin care se. construiește pentru ecuaţia (2.60) o soluţie cu expresia: 


Vet, 0) = Vali, o): Ut, o) = Peel lup “ες, (2.61) 


unde 000 Fw ὦ) = E (rc, E) cos oede. 


Ín conformitate eu teorema de inversiune a transformatei prin cosinus 
E LOO E. 
9; "μον | cec λος εν abate, aereas Turn 
pes vet, Q) eos ordo ες [0t &)] = vf, d), 


7C 
0 


od (2.61) îi corespunde soluţia . 
i " PP at d - 
2 - T. 
ibi, vanus 2 dr (rc £) dă | e~et- eos ox cos o£ do (2.62) 


TU 
| i TO 0 


à 


coo 


care se mai prezintă, pe baza egalităţii 2 cos az cose — cos of — 
— ἕ) + eoso(z + č), sub forma z 


ΕΟ +00 $ 
φαν ο) = yha μις BE LICET iR 
ο. i NU ` T 
+ cos o(z + £)]do:: (2.63). 
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Aplicind integrala lui Poisson potrivit căreia 


v uo" | & 
| e-e- [eos ofa £) + cos ω(α ἠ- ἔ)] de = 
0 | 


A şi m ; 
" ο B d 1 b LES HE UH pou ^ ds E τ. D IN o d į n $ 1 TIS 
zx (eta ens en, S de t | e7 210-3 cos o(a Edo — 
0 | gr | 0 ; 


/ i (Ea E): 
== —— -- e “datz τος e. ους 
Aa(t — τ). [e 


soluția (2.63) se reține în definitiv cu expresia 


ai +0 A παρ᾽ (.--Ε):. 5 ri («εδ 
y, = NU πώς dern 
a b $ πάνε a PA. / E 


24.25. Metoda Lr ansfor matei Laplace se utilizează, 
pentru integrarea ecuaţiei 6. 36) în cazurile în care termenul e este 
dat prin expresia (1. 19) sau printr-o funcţie F(t, 2). 


Dacă ecuaţia (2. 36) este reprezentată sub Hs (2.37) şi se 
inmulteste cu e-?t, iar apoi se integreazá in raport eu variabila T pe 
durata semiinfinità 0 < t < + co, atunci se obtine ecuatia operatio- 
nală i 


ai^ d g bc 2, GE 4 

(A a za P e καῖ dt --- x Qe-? di (2.63) 
ipie Jia ză 

d Q 8 | 


în care functiilor or iginal vt, A, PT a şi ὁ 


W/oz?.le corespund res- 
pectiv functiile imagine.: Ma ET 


Too 


M ayez? dt — ZU, a)] = 9*(p, 2) 


! ᾿ TT EA 

n e7? di -4 [s - zpb*(p», ῳ)--- φ(0, a) 
ci. 

0 


+o S m 
2 a) τ] AIE: 
2 n d = [ee 
M μα bez? da? 


În cazul in care funcția ᾧ = b(t, x) satisface eondi(ia iniţiată, 
$(0, x) = 0 pentru 0 <w <+ cosi condiţiile la limite φίῖ, 0) = 4, = 

const. și (t, + oo) = finită pentru t > 0, ecuaţia operațională (2.65). 
se prezintă sub forma 


| Aa 
 pi* =a que a Ux 


Sau bv. Six 
days p : 1 D ] | "POS 
[C-U S UN Επ δεν. = 0 2.66 
s [^ ab hs. 290) 
eu condiţiile la limite transformate ` 
dco + eo 
t fve oye» dt = da [ear 
sau φορ) = 2S 
+0 Ă 
şi | Y(t, + co) e^?! dt = finită 
i Pa ; | ἡ 
sau n ptp, -+ oo) = finită. 


Potrivit acestor condiții la limite, soluția generală a ecuaţiei (2.66) 


| 1 Xx LA Pia ti -y E A 
$*(p, "E E + €,e Tg (2.67). 
se particularizează prin coeficienţii C, = 0 Și C, = p/p sub forma. 
| κών COLTS i | 
(p, a) — σοι ο πι ea, (2.68) 
p 


Tinind seamă, de “transformarea inversă 


fos. Dip ην ΓΝ 
: ϱ-1[ο-ωγσΎπη — (ἴα) πα δα TA t VA 
| 1. 2 as 20698 T 2J mat 


valabilă pentru ( «y a) 2-0 şi de teorema deplasării conform căreia 


at x a3 at 
ο eo Aaa abes 
Pr deti. e lia. 8t, 


O îi πε 
2lzat? ^^ — 2lymat? 
din integrala originalului se deduce că 


ity, 
p- ο σι | ρ-1[ο-Ωγα ρε” qp 
| = [ ] 


Lp 
. 1 : i A bat NU 
επ. τωι να, «βγη ὴν 
i e [5 aue (2.69) 
| 2 lat? j hi 
i 4 Dy bs | 
si deci 
τα. i 2) | i 
Y(t, α) = Litio, a= thar. “αι. (2.70) 
* 4 9 = i 


In eazul in care ecuaţia (2.36) este de forma (2.47) cu coeficien- 
tul de difuzivitate « = const., iar funcția ᾧ = Y(t, a). este” definită 
pe un interval limitat 0 € 2 < L şi satisface condiţia. iniţială  ϕ(0, 
2) = 0 si condiţiile la limite (t, 0) = Y(t, D) — 0 pentru 120, 
se preferă ca variabila t să fie înlocuită prin (at) potrivit ecuaţiei 

2d 2d | 
toe. ες ate lo ο 
olat) ov? a 


Dacă pentru funcţia ᾧ = ψ(αί,. a) se introduce transformata Laplace 


| Vat, ο)ο” αυ: (at) = Lipat, ο] = V*(p ο) 
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și pentru ecuaţia (2.71) se procedează la, τω; cu e720 5]. 13, 
integrarea în raport cu variabila (at) pe intervalul semiinfinit 0 x 
Es at <+ s atunci ο ecuaţia, operaţională 


του Ü + co 1 + 00 
! d 
ii MCN. e” - mat) d(at) — | En e-Petaţat) A | Pa, 2x Splat) d(at) 
&ab oss πα; dei. a 
; 0 ET pati 
I x (2.12) 
se efectuează, transformările | ἘΠ. 
oo s" : 
Ou QU See 
e-z) d(at E J=: πο NO: e 
T j= [| = 2*0. 2 — 4 ο) 
0 
--οο T 5A nih S. 
9" τ empat) d(at) = MED e7 Y | -. “Ὁ ; 
E p T. 0x? „da? 
Jj *" j 
Şi 
+o 
| FY(at, E) -»ίαφ) Ὁ d(at) = = AF W = = F*(p, 7) E ! 
0 


Prin aceste transformări si prin condiţia iniţială Φ(0, x) = Ὁ, ponatis 
operațională (2. 72) se aduce la forma 


pp = = a ta Pip a). (2.13) 
Cu conditiile la limite via hstorimaite 
EN 
at, 0)e-2 dat). — .[9(at; 0)] = (p, 0).— 0 
TE > ai d 1 | 
şi 
„SNA? xi | | 
| V(ad, Lje?! d(at) = Lipat, -L)] = V*(p, 1) = 0, 
) | ο” 
ecuaţia (2.73) àre soluția 
| T 4 
v*(p, = Aero, DA, m ai — Q4) 
0 
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în care funcția, lui Green οσο dy &) se prezintă cu. expresia 


sh[(, — Ep] sh(Yp) 
^ = ` Vp sh(L yp) 


Q*(p, v, $9) — KS gen : 
SHE — a) VPI sh VP) οι oct «I. 
Vp sh(Zlp) | 


Intrueit functiei imagine Ωρ, v, £) îi corespunde functia original 


- pentru 0 < » < Loc ἘΝ 


' ! ΠΠ Qe WM πα ^an 
Glat, α, E) = .£-g*(p, z, E] ----- Y, e ^ " sin —— sin ——» 
| ie J "Tuae m Lu b 


. urmeazá că transformata inversă a soluţiei (2.74) 
3 


; at 
Va, ο) = 0; α)] -Waá F(as, 5)d(at — a, α, £) dus) 
0 


este de forma 


TNI 


απ. αἱ 5 
9 co. | a Tar NTL . πὲ 
ὑ(αί, æ) = ae Pas, £) V; e^ 2 077 sin s sin ----- d(a)- 
aL e 1, ID; η i 
0 0 | pap 
(2.75) 
Aplicind formula : 
NTE . NT απία — ἕ υπο 
2 sin Sin - a a tos ilia! Οδ. — COS ο... 


b) 4 » 


și revenind de la variabila: (at) la t, soluția (2.75) se reţine cu expresia 


lt, a) = îi $ 
L 1 σ 
d - ο. uem bue nales E) ura + £) | » 
S£ — A dS AP (c, e) ὃν ο P RS — COS ———— —— ιτ. 
A | j D l | i wd, i L 
ò Ὁ | 
(2.76) 
24.9.6. Metoda: fumnetiilov lui. Green se foloseşte, in 


general, pentru inperio ecuației (2.36) reprezentate sub forma 
(2.47) în eare influența ὦ = ψ(έ, a) este definiti pe un interval limi- 
tat 0 x ἃ < L. Prin intermediul transformatei Fourier sau Laplace, 
ecuaţia, (2.47) se aduce la forma 1(2.49); (2.54), (2.60)) sau respectiv 


KM 


(2.73) corespunzătoare unei ecuaţii operaţionale neomogene 


apt ο) otetul, ὦ) = Fu o) aa) 
sau Im 
παν, a) — po*(p, à) -- — — F*(p, α) . 9.18) 
da? : ' a [ 


, 


in care funcțiile Y(t, ω) si Put, ο) sau V*(p, x) si F*(p, ο) au dez- 
voltárile in serie Fourier generalizată i 


n=l j 


“Palt, ὦ) = Y Cu ὑμῶν ω) si Fall, ὁ) = Y Qut e) (2.79) 
M vis " uy nml ? 1 a 


„sau 


co i ET l 

E * s x 2 $ ο (8 

.v* (p, 4) = Y C, o; (2, 4) ȘI Ἵν (p, v) ix Y Ovi (p, £), (2.80) 
l $ n=1 A T " J n=l ; ; 

unde functiile proprii Vu sau VE si coeficienţii exprimaţi prin valo- 

Tile proprii οἷα sau p, satisfac respectiv ecuația omogenă 


EIMO ὦ) + ofabu(t, e) — 0. - (2.81) ` 
Sau l 
mI (P, O) Pa Yr (P, w) = 0. ^^ " . (2.82) 
v- : i 


Potrivit dezvoltărilor (2.79) sau (2.80) şi ecuaţiei (2.81) sau (2.82) 
se pot efectua substituțiile ' 


C, ar e Ὁ) == 


CWan(t, 0), == 
1 


"RAS 


d Pai. 
— d.u(t, ο)-ξ «--- 
- df vat, ) di 


nc 


| i 1 T Ἡ 
== 5 C, O50 yalt, o) 


n=l 
sau. : | 
dM, de- «ο ax dX ua dew bids mii; 
το, ο) = στο; ο 3 Y: ὁ, E ψεῷ, δὶ = 
| da? E (p in da? ps v (p. ? P» dai" (p, v) = 


Și - 


(ax, (t, 0) = = qq Σ ΜΕ o) = = Y ή "t aua (fs Q) 
l d 


Sau 


F py*(p, 2) = ^ esl Σ Ct, bye mu Y Capii (pe v a) T SeT { 
14 i #=1 ` m» ' 


prin care ecuaţia (2. TT) sau (2.18) devine respeetiv : 3 


5 Calo? — 02) ay salt, o) s N PROS 0): (2.83) | 
==] n=l 
sau Τα 
€, 
Σ Cp — ED (P, x)= Dy Vs (Qn a). (2.84) 
n=l | n=l í | 
Întrucit functiile propr West, 0) sau V*(p, zy sint πέος liniar Mia 
. pendente, se deduce că C,(o? — wr) a= €; sau C,(p — Pa) = Onla si 
deci ; 
L^ AV Cata Mab (Ε ἡ | (2.85) 
| (o? -- wa  -— | 
Sau | N 
> LAA T (2. 86) 
(p — Paja 


Dacă in σας (2.79) sau (2.80) funcția F(t, o) sau (Φα) 
are coeficienții Fourier g gene giro 


1 


e, e πο ig 2er fl) diet) à (2.87) 
sau... | 
P 
paige TTA (2.38) 


iar functia Farro, w) sau V*(p, E se prezintă respectiv, potrivit rela- 
{101 (2.85) sau (2. 86), eu „eoelicăeriții 


Cala siis rd 0) Dass T Q) dz (2.89) 
“Up f N | | 
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sau j 
; E" Ἶ w d : T" x πι 
pon UE. S ims ya [ : 
Gat ος s Sr", E)dE . FA 90) 
(p — 0) α A m- 


atunci Sa ceuatiei neomogene "0. 77 D sau (2.78) se retine sub 
forma | 3 
ms 3 τα à i - E 
e t, o 
Vet ο) = Piazza {τν +0 al pod = 
am (o? — oj | 


472 Usa(É, Ὁ). URI n( T; ὦ) 15 hi 
= rute X (gie ci) a oii: es 


sau 


d*(p, ο) = Y peace Ὁ ὑπ, gai = 
omn i (p — Pra i | 


L 


3 κ z ' i 
Em (rto EX, Y: vu (p, T căi (p, 5) d£. (2.92) 
^ "xml o (p E Pa) a 
Evidentiind functia lui Green K | 
- xa (T; Q) ο, ὦ) k 
-------------------- = Q*(t, τ. 0 2.93 
' 2 1m (o? — c5 )a “A ( TEC? ) ( ) 
sau i 
APE D — Dep a, E) — 0945 
n=l (p Ἢ paa : 
cu proprietatea NOR ΤΣ ΕΕ = EC cO) (2.95) 
sau respectiv g* (P, Ὃν 4) 63 *(p, ξ, ὦ), (2. 96) 


se convine ea soluţia (9. 91) satt (2. 92) sá fie preluată, respectiv cu 
expresia 
t 


Uo ο) = ERI But, τι ω) ^ ^ (2.97) 


84. 


sau i 
L e 


U*(p, a) = (re, E)G*(p, à, dE: (2.98) 
. 0 ! . 


În sfirşit, prin aplicarea transformatei inverse: soluţia, (2. 97) sau (2 .98) 
se aduee la uh 


t E à; 
id, =( a(r oaa — 3 mag (2.99) 
os iie | i ; 


pentru conditii initiale STORE UA E ἘΞΙΘΤΡΙ 


[. 
»-Mt (ὅ) Qt, ay ὃ) dd τε. 
0 


die t) g(t 2 N E) de. " (2.100) 
0 0 


i I i 7 3 | 
pentru condiţii iniţiale neomogene $(0, |) = f(e). 


| " | 
2.1.3. Convectia corespunde. cazului in care ecuaţia (2.2) se prezintă 
cu coeficienţii € Si bw, nenuli.. Zu 
2.1.3.1. Metoda separării 'variabilelor se aplică pentru 
integrarea ecuaţiei (2.2) atunci cînd coeficienţii « si bw, sint cons- 
tanti sau funetii numai de variabila v, iar termenul e este nul sau 
exprimat prin funetia (1s 19). Preluind eng (2.2) sub forma 


^ à ouv a i ca 


ἒ i 
rm. As bug —e (2.101 
ο σα” - "m: 3i | ) 
cu coeficienţii α, bu, şi —a |B? pre supusi constanti si căutind o solu- 
fie ὁ = y(t, v) T(t) - B(s) care să ο satisfacă, variabilele se 
Eu prin expresiile egale 
PI "ασ, ku d δι d* 
- aC dt Er Go ασ... ας) da 


Intrueit expresia ! din: membrul side! nu depindë decit; de t, iar cea 
din membrul drept n nu depinde decit de t, urmează Că ele au o valoare 


$5—c. 891 65 


comună care trebuie să fie negativă pentr u ea soluția ᾧ = b(t, 2) 
să se menţină finită chiar şi cînd t agde către infinit, adică 


1 SUL PLN Lo Pa θην A bu, 108": Ἢν, 
ασ αἱ; Ba στὰ da ac do ` Mt 
de unde rezultă ecuaţiile diferențiale 14 
Aaa C 0 bu, ἀ e 
— ain «T= 0 si L A 0 
. dt «( wu T ἐν Ἐν ama] îi a dz 


cu soluţiile 


| σι De 09) srl | 


ȘI respectiv ` | | ! 
D(a, Ὁ = die PEAS ) "e Veste de j. 


Prin intermediul funcţiilor T(t, 5 si (a, Ὁ) se construiește o soluţie 
Y= bht, α, 0) = Tt, Ὁ)’ ία, τ τ) ) de forma 


AES c iu] VE bees M (uz p ti 
ο HIS, 


SAU 


| fu LA ΑΡ ο ΓΗ, ρα 
ui em iu Je. + Be AG ) 
e gi (2.102) 

în care A'(%) = Οζ) - (X) şi B' dde ev) σης c). Dacă ( (bw, [2a y: y« 


κ {şi deci A. 
| COBRE ΜΕ: |J - δις 1 
| sco Lo e za Ve e κ πι 
d2da guo ΤΣΗ da] 


atunci se pot efectua substituțiile ` 


; lar Me. 


ο πο 


iar soluţia (2.102) devine: 


| κ tides, | ών v o NET 
Y(t, a, ζ) -- ο ( P 2a fa cB) κο[- fe ο, 


2a 
Fa — B')isin: f [e (ny d bus J | (2103). 


Introducind notatiile A'B = Α(ζ) si (Α΄ — B')i = B(t), soluţia 
(2, 103) se reține cu expresia | 


| TE "IRAE 
Y(t, a, Ὁ τ ai xj" vs dae eos Je) — hui |] 


20 , 


x^ nysa fje Je- (RE CEN 4 (2.104) | 


În cazul convecţiei pe un interval limitat 0 < x € L pe care 
sint satisfăcute condiţia, inițiali Φ(6, x)= f(a), condiţiile la limite 
πό 0) = wt, L) = 0 “pentru t > 0, precum si inegalitatea Ὁ > 

> (bw,[2a)*;. soluţia (2.104) se particularizează, corespu nzător, con- 


ditiilor la limite, prin A = 0 si sin [Lye — : (bu; [2a) jei o3 Sau ζ, £i 
= Ζαρα) - μον sub forma 


^ LA foy: 1. | bua: : 
; airs ) t— Eram umm. 
talt, 2) DM La)  Ῥ 2 τ πον 


unde 44:9571,9/7 3. de. Din insumarea soluțiilor E fa Yalt, 4) 
ΕΠΟ soluția 


buzy? Qut 1 bus : 

ο enne 

-X6 (152) = Y n pA 26 ος 3 Deed sin. — (2.105) 
n=l ; n-l A L 

în care coeficienţii B, se PS ga prin conditia. inițială 


$(0.)— 8 πιο ο’ sin T Z 2 jf. 


nel 


Intrueit funetia 


buy ἑ : 
[DP Ez dac "πώ. 
fila ez {ΞΕ MS B, sin — 
x j n=l d 
este impară și are deci coeficienţii Fourier 
9 L buz $ 
JW — RA) NTA 
= f(5) e” “sin ——- d£, 
nw Tr 
D ἶ 0 . 
urmează că soluţia (2.105) se prezintă cu expresia 
l L bug bug nme i i 
2 lkr ai T iu. a NTE NTE 
- 23 2 o m2 NL ^d . b y 
WEFAN E e 2 | Se ο rel si — sin de, 
L FL n= i à L | L 


(2.106) 


Ecuația (2.101) poate f rezolvată uşor dacă se recur ge la schim- 
bar ea de- funcție i 


1 e) Tu: p 
(i ο) = W(tj.a).e Wa) f e. (2.107) 
prin care se obține ecuația mai simplă 
| ΟἹ 7 ey 
Îi 


“ot cj ᾿θωῦ 
de aceeași. formă, eu (2. 4). „De. exemplu, în cazul: în care influenfa 
dE Y(t, 2) satisface condiţia iniţială, 
bug: 


φ(0, x) = fa) em pentru 0 2 a aL, 
și condiţiile la limite | 
(6 ο) = Qj 1) -- 0 pentru t 5 0, 
iar funcția E 
V, α) = ut, £) e | 
satisface respectiv conditiile 


VY(0, 2) = fie) pentiu 0 ez e E 
| Y(t,:0) = F(t, L) — 0 pentru 1 5 0, 


gë 


atunci din solutia (2. 12) reluată η forma. 
L ' i ant | " 
(É Tu PTD NT 
bns ΠῚ τα. pe) D gn ο τος. 
4531 1, 4 
d an: 


e" 
se deduce că `s 


TED L. b bugy? GY ul, ii "HT EU 
! teria PUE au ἢ La: „ga. PATEA NUTRAS 9 : 
Y(t, Ὁ) = ET Όσο e d E» μας “dé. (2.108) 


E | : 4 4 


21:55 “Metoda d ànsfor rates Sdn ev compleze 
se IA ER pentru integrarea ecuaţiei (2:2) atunci cind coeficienţii 
a și bw, se menţin constanti, termenul e se exprimă printr-o funcţie 
F(t, æ), iar influența $ = Ψ(ί æ) satisface Condiția iniţială φίθ, 
s) =i 0 pentru, -Ὅοο < g < 00 ȘI Mery la limite ' l 
E ᾧ 
NIC 200) = 0 at VN 4, οο) = 0 


pentru: 5 0.. Poirivit αδδέτοϊ metode prin care “pie WEE ὑ(ίγα) 
Îi cor espunde transformata | l : 


14 + 00. 
Wd 1 ΠΡ ; | ' 
Es | vt 3) ο α-ῶς de= LU € με: = Yalt, o), 


ecuaţia (2.2). fous sub forma. 


2i ' Οὐ 
A. «ον y bu, ην zu, à) (2.109) 
at y mou? - da YP 


se inmulteste cu x 27) e-/9* si se integrează in raport cu variabila 
4 pe intervalul — „09 ye: Qus al oo, astfel ineit se obtine ecuaţia 
nu Ή T | 


1 2 A 2] 
= i 1 LC Q7 iex dž = ador ^d απ ωχ de -}- 
Vaz } εἰ Vom ) δω 

— 00 „=00 

+o } +00 

ZH x Τ 
Ü ; 
F be E £9 e-ior dg- E rară F(t, dt) οτί da. (2.110) 
"yex) o a y Ὁπ 
—co 


transformării l 
„09 ) "^ i ; 
xd jpa ; τν ὅω. ο 
] LY ezio da Ly an E SM UE. 9 
Vaz ο d Re 
— 099 


| et dt 
primii doi termeni din membrul drept 'prehiati, potrivit formulei 
de ‘integrare prin: părți, cu dezvoltările 

oo 


20 
a d eu e- iex. eps AF., a (Ze δῷ 
Vom ) a? 


r - -+0 
x= 1-00 ' i 
-- e- ies , a+ 4 ο) ov 
. Y2x ax Rata 


În ecuaţia (2.110), termenul din membrul sting se'exprimă conform 


πιο ds = 
„0% Ji 
PR m 
ir, E aa sa Aa f n 
a Fed Aet i cabo ce dit | x5 Fo 
pes x renes | PRU φοτίων E: 
Vaz. „CI za =00 E 


400 


+ iof peze d2)] 
Πλ Gast era SEE i 
δις Ἵν E 


oa 


Da io pe-er dz) 
A " ---οο | 

se prezintă, intrucit [9(t; ay ordena --0 şi [(2ψ/2α) ο 

= 0, sub formele 


— 99 
TO σε. ου E 
-+0 i i +o ᾿ } 
ο in di λα am I u dd 
: odi Ed i ϱ- ος da = ---- -- = Y(t, gj emer da j 
[2x ) δα" V 2x 
—oo —o0 
| eta FELE, 2)]  — ota va 
şi respeetiv τη 
*e X ον που, 
| bu. oU UAM. Tte ἕω bulz 
Vaz δα 
— oo 


= τω du, GE [St α)] = = {ο bu, Yar 


jar ultimul termen din membrul cent se reține prin funcţia 
409 ^ ^ 


d». juae di 


Are x) e dor: "dac = (APG, &)] = =o Palt, o). 
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Ca urmare, ecuaţia operaţională (2.110) se reprezintă prin ecuaţia 
diferenţială 
| r Ap, a fa i rm num dul ben 
n gx o— (ea — obuz) v. + Fy (t, ὦ) (2.111) 
ik pdi "5 
care poate fi rezolvată, recurgind la substitutia 
| Va(t, Q) = b(t, y 0) : vat, ©), 
prin intermediul . formei 
Adds , . Tt UE pi. o 
A Aa ο κο μη qur [v PE P) 
VL dt di YI 
și implicit al ecuaţiilor diferenţiale mai simple 
| Ci dero LT. SN PE 
BERE ο, + (wa — iobu,) = 0 
palt, ὦ) di yo 5 
și πάς. 
diH(z, ὦ Au AN 
dye Gan ILLNM t ὦ) = 0, 
j j ᾗ JT o o / i A i 
unde θ 7t- şi; conform. condiției iniţiale, [9M(z, «)]«-o = 0. 
Aceste ultime două ecuații diferenţiale au respectiv solutiile 


8i 


Yalt e) = : 


———— LC w) ο μία dr 


prin care se construieşte pentsu ectiafin (2.111) o soluţie cu expresia 


Palt, €) = dA 0) - 9X( ω) = (ruso) Cro e fatal cniin] 


€ 1 
(2.112) 
„unde . 
+ o0 ' 
Palo toi js ^ τν E)e7"* dE. 


Aplieind transformata inversă 


Ἔοο 


Mes | Yalt o) ον" de; — ας [9s (ἐν ωὴ]-Ξ d(t, v), ` 


solufia (2.112) se aduee la forma 


t 5ο0 „oo 


1 


T ’ PO ni io(x—E). 
Y(t, α) -e (re édé Z (aja it alt tt P ") — de (2113) 


στο 
dv 


OU -%0 που 


în care integrala 


ο. rE CAMCN Th. ULT | 
| MIL τα et | ο O CITUR do + 
t P : À 
uc 1 goth dte] | 
--- οκ pp do) 
-| tm Sin KEER às e dab det bud 
MET] 


p vă j LN ο ο . 
E c-etati=3) - cos fe [Du,(E — τ) + (e — £)] do 
) 
se exprimă "prin integrala dui Poisson 


| e-971-5.- cos (o [bw (t: — ayde(m = £)] do =: 
0 l | 


a 


Lors EEA Ἡ [bu (t 2) 4 (x 2) "t 
Xo. bu ——————————— = : 3 
---' —€——— ο. -C 4a (t —«) . 
|] 4α({ = πὴ. 


În consecință, soluţia (3.113) se reţine cu. expresia, 
[bu p(t T) + (x- Ep - 


t in -0 
1 e 4a(t —X) 
e(t, ο) dc Te ἕ == dë 
0- -οο | 
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(2.114) 


[rn 


2.1.3.3. Metoda transformatei La placeseutilizeazi pen- 
tru integrarea ecuaţiei (2.2) in cazurile în care termenul e este nul 
sau exprimat prin funcţia (1.19)..Dacá ecuația (2.2) este de forma 
(2.101) cu coeficienţii a, bu, si —a/B? constanti, atünci, prin inmul- 
firea cu e”?! si integrarea ei în raport cu t pe durata 0.« tx A, se 


obţine ecuaţia operaţională 


Too -+ oo S ; 


(CON A Mu TANA ; 

| Καλο, di == a X oi dt. + 
d δί MI 

Ü Ü 

του +00 : 
-- bu, bay Seed | ᾧ e=» dt (2.115) 
η »* E] m 
ο 0 


in care funcțiilor original Y(t, ο); culci, ày]&v si 22VJâa2 le cores- 
pund respectiv funcțiile imagine ^ τ; y 
Too 


| Y(t, 2) ο-”' dt = .6[Φ({ α)]-. (p, a), 


a eT Wer A 

Y erdt = p κ: ον 

ox θα da 

z d 
Şi 

"C. 3e 2d REUE 
"P νι ῃῃ 4| du | OV 

Qc? αι ος” daz 


În cazul eonvectiei pe un interval semiinfinit 0 < v < + pe 
Care influenfa Y = $(f, x) satisface condiția inițială ᾠ(0, 2) = 0 
ȘI condițiile la limite V(î, 0) = p, = const. si Y(t, +00) = finită, 
ecuația operațională (2.115) se prezintă cu expresia  Ὃ.. ^ 


t qa τα ds "Ux m 
Φψτ.--α----- H bu, bt. 
D 


MADE "d 
„da qo? 


TM 


sau ULM PN 
qupe ΜΗ ΟΣΕΡ ΕΕ Γη | 
w1 πο. ———— ----- pă pesa» | (3.116 
12:1... a. dx ii | Ἂν j 
si cu condiţiile la limite transformate. 
+o : «oo. 
| Y(t, 0) ο-”' dt = d, | Cod * 
ò T EY 
sau 
Ņ*(p, 0) TE 3 
d $ p 
si s 
--oo 
Aet L co) οτί dt = finită 


sau ὃ 
ο S*(p, 4-00) — finită. | 


Ecuația (2.116) -are soluția generală 


ὑπ, ϱ) = G, à -[- 9 ο η Qu ZG). [3] 
i SEE AUT E. Gn 


fts se particularizeazá, potrivit conditiilor la limite, prin 6 = 0 si 
NEM astfel : s 


W*(p, f E on e πε JG ο s)! 3 (2.118) 
Preluînd soluția (2. jue sub forma 


y, ολ - 


EP 
şi aplieind transformarea ok, L 
r ET CM mE 
L-e ers ελ] lla) , S ae ll Le» 
9f πρ "T 2| xat* 


valabilă pentru (ἀῇία) 70 precum ! și ! teorema: deplasării, conform 
căreia | 


pipe FITI Era, 


—a[1/92  (bu,[2a)1] t 


^ peso M LUCR DN D ια: 


1 bu „N? tH 1 3 1 EG 
gz a x2 "y. 
=| — +| -— αἱ ^ ELLE E e NN ορ 
: e 15 d) Ja in d. ἃ) ih 40 το Tone 2" ) 15 


Hem ο e == cm WU y å Ἢ 9 
| 2) zat? η! 2 V nat? ws επ 
din integrala originalului rezultă οὔ : 


gi Fa ^ ec usen D 


p 
i i 
= | Oigo ο ΚΩ s 
£) 


4 ; ΓΙ "a 
tar CDU Te, (119) 
si deci epos T 


| 
| Wt, ET = gy (p, ἅν a 
^ PI ] bu, Pi eF | - 
= νο) "Tu e "T a di (2.120) 


2:2. DESFĂȘURAREA RADIAL-PLANA 


în coord donate xem ice p, pọ, 7 Cu axe de versori Ie; le, D» vectorii 
grad. ᾧ gi u au respectiv expresiile 


T NT M τ 
grad ᾧ = ἐρ--- νι i4 d cd IM 19 


br, E pdo i Om 
DIE LT EO. Mu | 
Şi n-—d—-—2-dsp-——-- Elbe leu küni 
" d: J PT 1 p dt. x E Pt soit : 
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iar ecuația: fundamentală (1.18) :se prezintă sub. forma. 


el LONE LOO gest 250 a poa! 
S a x Ped JE *nE irs s l i: 
et e ΘΕ ὄρ Qiu DR 


„Dacă desfăşurarea unui proces este radial- -plană si axial- sime- 
trică, iar sistemul de. coordonate: cilindrice se alege astfel încât axa 
sa Oz să coincidă eu axa de simetrie a desf tásurárii procesului, atunci 
ecuaţia (2.121) se reduce la forma ih “γρ 


id 5 ἘΝ š | 

GU q ὃ e 

dg ο ο za ; l -H Dup —— 4-6 
et e ον ép ορ 

sau d. UE. 17 : Ν i 
) eX e a i E 

—- £z qt " E -+ λα mp EY 8 e (2.122) 

Οὗ GI, 3 «e op" α de: 


care poate îi integrată prin metoda separ ării variabilelor ER 
kaia:et al. , 1961; Sabac, 1981) sau prinmetoda transformatei Laplace 
(Gilly, 1945 ; Carslaw si Jaeger, 1948; Batschelet, 1949; Jaeger, 
1919; Delavault, AS ETER ο] anet, 1957; Churchill, 1958 ; Ditkine şi 
Proudnikov, 1918). 


2.1. Conduetia conservativă se conformeázá unei ecuaţii (2.122) 
A ieularizate j pentru u 


Lou 
σι ο (2.23) 
de 
astfel Σ΄ 
di F ρα PF Ton dis B 


2.91.1. M eto d'a -- “separării. variabilelor. “se utilizează, 
pentru integrarea ecuaţiei (2.124) prin intermediul: unei funcţii 
ο p) = Tl (AN Re) care o satisface sub forina 
1 5, R. τα 
S aes dor deg aC d? 
d . d o? 6 Πρ 


Sda: variabilele în expresii egale cu o aceeaşi valoare — C? repi- 
nuti ca negativă deoarece se caută o soluţie mărginită pentru t 2 0, 
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rezultă ecuaţiile” diferenţiale: 
cb πα d 
QC. vina R gloi "upto ορ. 


reprezentate respectiv prin ecuația diferențială ordinară de ordinul 
întâi 


ac + Za? = 
, | wd 
si prin. ecuația lui Bessel 
M fi dci e 
QUUM νο 
Sau - tos : 
= d? . d? 
(ζρ)” ον... a U Fede 2D. 
αρ) Εμ PNE "5 


Aceste ultime două ecuaţii diferenţiale au. soluţiile 
/ - » 
σε, Ὁ = Culte 


si respeétiv (Lipschitz, 1859; Lommel, 1871; Thomson (Kelvin), 
1890 ; Gray şi Mathews, 1958) | 
fo. t) = C0: Jo(Co) iy Cat) Τζο) 


în care 


| T 
Tito) = im (te) ος ποπ, 
| (η | jr 
vd uei 2d iý 
= σε» L COS sino do = 
PX 1) (n Tj IY (Zo sino) 


CT AO 


+ 00 


Costea de x Ed sin (Gd chi dis 
NU MM T. 


t 


este functia lui Bessel de pripad speță si ordinul zero, iar- 


wa aL lim Y(t) - Ξ- jade (t) 


Ax P sin ve 
ib. Prud e) 142) 
z ὃν ὄν ν--0 
=G por + mo] — Σ cy NE een) 


este funcția lui Bessel de speta a doua si ordinul zero (funcția lui 
Neumann sau funcția lui Weber de ordinul zero), unde | 


oo | κα. Too 
T(n + 1) = 1 ἔρ- č dě = v T TRIS αλ ai dz. 
F l J 
Și | | 
omnes +. ΣΣ 577 S ue 


doces respectiv functia lui Buler de ιών a doua şi constanta 

Tui Euler. το urmare; soluția căutată se prezintă cu expresia 
P(t, p, C) Dia (Ων ο) (ἔφ, C) — e-* sat OCJ Ee) + OOt] 

sau | 


ψίς e; Decem LA) J«te)d- Β(ζ) Yq(t9). (8.195) 
Dacă influenţa ᾧ = ψ[ί,. ϱ) este dată la momentul iniţial 
t= 0 printr- ^ funcţie. Y(0,_ p) = f(p) definită pentru 02 ce 9i 
 astfel încît; f(0).— finită si f(R) = 0, iar la distanţa o = N printr-o 
valoare W(t, R) = = 0 neschimbată pentru . 020, atunci soluţia 
(2.125) se reţine cu condiţiile ni 

(0 ; e ©) = 43 «{Ξϱ) + BY, (ζϱ) = Jo t) 
AJ$(0) + BY(0) = finità 
Şi | | 
| AQ) + ΠῚ ah - 


18 


din care se. deduce că B —0 deoarece Y4(0) = — co οἱ deci JAR) = 
Ecuația Ja (ER) = 0: are 0 infinitate de rădăcini (zerouri) 


Ner = 2,4048; ζοὶ = 5,5201; EMN = 8,6537; 
QRL, 7915; ; ζω -- 14, 9309 ; „TA = 18, 0711; 
C = 21,2116 ; ČN = 24 3525; o = 21,4935 ; 


cărora le o EAS valorile PE 


024048, T ED 35, 8,6537 v4 
S ASTE τὴ m P BERE S RT 
si funcţiile SIMI 
"σσ. : «Αμ οί Cao); 
unde n = 1,2,. 1! iin [zii potrivit cu (2.12: Ὃν se obțin 
a particule | 


; SERN 
Calti e) = A, era A Cae) 
şi soluția generală | 
| "- P oo" | 00 l 
Wt o) -- X «(b e) = Sa |" "at np) (2.126) 
| i nel n= 


cu coeficienții Pourier- Bessel (Carslaw, 1950; Iacob. et al, 1979) 
. a t | R 3 A « ` 


| | £f( 5) Jt, E) dă 


— 
| EINTE) dE 
0 


91.9, Metoda tv ansforma: tei Laplace se aplicá pen- 
pd integrarea ecuaţiei (2. 124) atunci cind toti termenii săi se pre- 
zintă ca functi original in raport e variabila t. Potrivit acestei me- 


tode prin care functiei original ᾧ = b(t, o). 11. corespunde functia 
imagine 
+0 


(t ϱ) edt = LEYI, 9)] = 9*(p, e), 


T9. 


se procedează, la multiplicarea ecuaţiei (2.124) prin. e7” si apoi la 
integrarea ei în raport eu £ de là 0 la + co, astfel incit.se obţine 


ecuaţia 
+o ^ +00 


ct 


νε ep. Puel r£ e. 


in care se operează transformările 


+ 00 


Οἱ 


"TU ΘΙ yk 

| 2Y e-?tdi — 4| τον LA dy 

Jj 09 4.00 de 

. | 

Și 
v co 2$ n ; Ἐς νὴ: 5 κ 
| ARETE οἱ | = Se s 
ὃ p? dp? dg? 


P | sous TATA 
| ΚΠΕ i = pv*(p, p) — ψ(0,.ϱ), 


Too* 
£d E 2 ἊΨ 
! | Senat a | LE. eij p į EY endt (2.128) 
ῦ lit 


in cazul eondue(iei conservative cu fluxul Q constant într-un 
strat cu. conductibilitatea 3 constantă si grosimea M uniformă, în - 
care influența ᾧ = ψίῖ, p) satisface condiţia iniţială φ(θ, ϱ) — 0 
pentru 0<p < +02 si condiţiile la limite [--ρδψ[ί, ϱ)/ὃρ],.ο--- 
--Ω[π:} şi W(t, 4-00) — 0: pentru 120, ecuaţia operaţională 


(2.128) este preluată sub forma 
2M ΩΝ "e 
pt =a Ud 
do? i p dp 
sau. | 
οφ. so dit. pi. ! 
îi e A +0 i dă ας SFR phy* —.0 


Py 


dpi N 


cu condițiile :la limite transformate 


oo κ ^ 
(-e S) erm ue ena 
09 Je-o 2x1 
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Sau -ᾱ- 
y πὸ 
wd ti 
do 29m παρ : 
5] 
tco , E 
| (t, — Co Je?! dt L0 
b 9 B 1 . 
Sau | 
Vp, d- oo) = 19.., 


Ecuatia diferențială (2. 129) řeprezintă ecuația hii Bessel modificată 


m AZ i MES T m E 4 ERN 
(4] 4) {ΡΕ IV (+2) | dy. - (42 | es 


a Tab 
κ 
îi a ) a 
geu solutia generală 
|| lits; 
A 2.130 
(E) ew 


(2/2) = ex («] 2) οκι( 
| EDU 


in care 
MY uu 1 
a ) = lini 2; m ims RI) 


ν-»0 n1=0 N 


(e 


E "s 
e ZIN Y a i£ 
1) ΤΝ n20 (n DE 


Ἱ- 2s tT (0. + 
e o NET A Nu i ' ΠΟΙ d E. 
| Me 2! ΠΩ Ad 
P^ ην ΠΡ : 


f 


BAR- 


si 
K Do uu Jd 2 piu 
(2) = im x, (62) Zu Pe — 
81 


a - 2 m ΙΝ 


| £ A ò FER) ă 
μι ως ΕΩΣ; 
ή αν Ri sse. ^ 2Y 
ο. [| 2 ! f p 
ο 1 ο ορ 
12.82. 52 


sint functiile lui. Bessel modificate - de ordinul: zero δὲ spela înttia și 
respectiv æ doua (Kummer, 1837; Kirchhoff, 1854 ; Mehler, 1881; 
Stieltjes, 1886 ; Basset, 1888 ; Macdonald, 1899 ; „Nicholson, RERI 


ως 1049), iar 
| (heo : i +o 
(dui q ptre dE, T + 1) = 1. gea =! 

4 : 


0 


ως lim (teg ep ot +a — — ln 4) = 0,577 215 6649. 


1— 00 


sint respectiv functia lui ud» de speța a doua și i constanta lui Euler- 
Impunind conditiile la limite 


rut IN 2) d 15 
ie En 
Sed deg ex 


y LUE i Fes 


soluţia, (2. 130) se particularizează, prin €, = 0 si C, ad QJ(2:2 Mp), 
sub forma | | 


v(.J2)- πο Mp x |) dec "η; το γα as (2 (2.131) 


Prin aplicarea transformării inverse | 


οσα ee 


ο - 
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și a integrale? originalului 


t DE, oo. 
e 4at 1 eT” 2 : 
- ΡΞ 4 he = — Bi | - e γ 
ROLL ATE MC | Wu NT 
E i e —o*/Aat 


se güseste cá functiei imagine (2.131) îi: corespunde functia original 


του i : 

$0, 9) πο Ea d zoe. P 
Are Mt "Wo drž | dat 

“--ρλ/4αί E . 


În expresia soluţiei (2.132) iex funcţia exponențială integrală 


+00 i 


d: 
“ΕΡΕ 


er de SE πὶ E LT uj 


cu valorile uzuale din tabelul 2 .2 calculate prin intermediul dezvol- 
tării | 


roo * 00 da fol 
ἵν ~r PE P. d i co È wE 
| - {κ = ib ip ege c «) (200: |a — | a = |e- 
i. de^ n=1 : ec "--ἶ n ! 


= me -+ Σ = Cad), el de Ed =. 


ial n! azi ην! 


0 cz 
n= 1 n- n! Γ᾽ 
în care 
n=l N'N ! 


"wo mE —— L + X jean. 
| 4-60 


94 | 


reprezintă constanta lui Buler. Substitüind Juncfia exponentialá inte- 
v prin: dezvoltarea-ei, soluția (2. 132) se aduce la forma - 


PE ea a 


inel 


nb 
BEL Uere tend aiio MUS GUB 


"E 2i 
nm Anz M 4ai zid 435-01 (2.133) 


Tabelul'. 2 Dati Valorile uzuale ale iunetici exponentiale integrale 
u 


Biz) . ᾱ- 


7 er. 


DA | —Ei(—u) 


—EKEi(— t) 


0-5 | 6;3315 
403 |. 5,6394. 
33073 | 5,2349 
:1073 |:4,9482' 
107? | 4,7201 
-107? | 4,5448 
103 | 4,3916 
10 | 4,2591 
1079: | 4,1423 


-1077 1 15,5409: 
-10-7 | 14,8477 
-10-7 [.14,4493 
:107*. |'14,1546 
-1077 | 13,9314. 
10-11. 18, 7491 |. 
-10-7 | 13,5950 |; 
0-7 | 13,4614 |: 
10: |.153, 34897 |, 


10-41 | 24,7512 - 
10711 | 24,0581 |. 
10-1 | 23,6526 
10-11 | 93,3649" 
10-11 23,1418. 
10111 22,9595 
10-11 | 22,8053 
10-11] 22,6718 
:10711| 22,5440 |: 


10725 „|: 33; 96106 
10-15 33,2684 
10-15 | 32,8629 
10-15 | 39, 5753 
10-15 | 39, 3591 
410-15 | 32,1698 
10-15 | 32,0156 
«10-15 | 31,8821 
-10-15 | 31, 7643. 


107 | 31,6590 «10-19 | 22,4480 1079 | 13,2383 |. 1-10-?. | 4,0379 
10-14] 130,9658 | 2-1070] 21,7555 -10-6 | 12,5451. 10-? | 3,3547 
1014: | 30,5604, |- -ᾱ- 10-19 | 21,3500 -10-5 | 12,1397 10-2 ['2,9591 
-1071 .] 30, 9797! -10710.] 21,062 «106 11,8550: 401819 si 
:10-H | 30,0495.], 510719 | 20,8392 «105: 11,6289. -10-2 | 2,4679 
:1074 | 29,8672 | 6-10-10 | 20,6569 1075. | 11,4465 10-2? | 2,2953, 


10-56 | 11,2924 
310-5 | 11,1589 
-6 | 11,0411 
0-5 | 10,9357 
-10-5᾽ | 10,2426 
31075 | 9,8371 
310-9 | 9,5495 
30-5 | 9,3203 | 
10-9 |. 9,1440 
105|. 8,9899 
10-5. |. 8,8563 
-10-5- | 8,7386 


1074 | 29,7131 
«1051 | 29,5795 
10-4 | 29,4618 
10713 | 29, 3564 
-10-13 | 28,6632 
10-13 |: 28,2578. 
10-1? | 27,9701 | 
10713 | 27, 7470 
10713 | 27,5646 
10713 | 27,4105 
10-13 | 27,2769. 
-10-13'| 27,1592 


:10719 | 20,5027 
20,3692 
-10710 | 20,2514 
1079 ^| 20,1460 
10-83 | 19,4529 
:1073..| 19,0474 
«10:91 18, 7598 
14055 1.18, 5366 
"1055 | 18,3543- 
- 10% | 18,2001 
:1079' |:18,0666.- 
107? -| 17,9488 


1073 | 2,1508 
-10-2 | 2,0269 
1,9187 
31071 | 1,8229 
3103 | 1,2227 
-1071 10,9057. 
-1071 | 0,7024 . 
:10-1 | 0,5598 
1071 11045441 
«1051 | 0,3738. 
31071 | 0,3106. 
31071 | 0,2602 


STRE RJGER. ^ yw ar i NE be a ο mele ee date 
-ᾱ ο cai w ID το OO MI SĂ Gab Q5 IO I «9 00 -ᾱ GOV ος 19 I t0 ὃς -ᾱ GO BD m 
5 za 
H 
μμ 
- 


«Ὁ O6 -1 σι Utd w 1ο ROS ὦ Ὅταν NED 00 -ἵ ον οι ας P lÓ «0 0ο -ᾱ ὦ DOS 519 τὶ 
μα 
5 
e 


10-2 | 27,0538 |. 1:1078 | 17,8435 1071 |. 8, 6892 0,2194 
-10712 | 26,3607 | '2*10-8 | 17,1503 31071 | 7,9402 0,04890 
1071 | 25,9552 1073 | 16,7449 071 |. 7, 5348: 0, 01305: 
10712 | 25,6675 |. 4+10-8.[.16,4572'| 4:1056 | :7,2472. 0,003779 
10-11 |55,4444.| 5-1078 [10,2340 | 5-10-1.|. 7.0242 ; |; 0,001148. 
10-12 | 25,2620 | 6:108 | 16,0517 1071 | 6,8420 . 00003601. 
10-11 95,1079 | 7-10 | 15,8976 | 7-1071 | 6,6879 siii de 
0:12. | 24,9744 |: 81073 | 15;7640 |: 8-107. | 6,5545! .0,00003767 
10-13 | 24,8566 | .9--1078.[.15,6462 3071,|..6,4368 |^ 


PSD παν uoa «Ὁ 0:51 gue Ci 1ο no 65 -ᾱ ον οι GS) n0 06 -ᾱ OU Colo ru 
T 
9 


0, 00001245 
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Dacă argumentul u —,p?Aat are valori suficient de miei pen- 
tru ca, funcţia. exponentialá. “integrală să, poată fi aproximati numai 
prin primii doi termeni ai dezvoltării sale, adică 


4at dat 2,25 a ox 
atunci soluţia (2.133) se retine, prin formula aproximativă 
᾿ ο δρ | iE 4 
Udine de cos zr (154 
în care Γ 
1,5Va = R(t) (2.135), 


are semnificația unei raze de influență variabile in timp. 
Într-un strat eonduetiv omogen însă anizotrop: cu transmisivi- 
tatea (x), variabilă elipsoidal conform: „ecuaţiei 


| (X ME cos? φ AXA) sin? o ANS 
| (My ui (My TT 


în care (£M), si (241), sint valorile maximă si re spectiv minimă $4 
transmisivitátii . după cele două direcţii principale de anizotropie,. 
iar o este unghiul directiei cu-transmisivitatea (M), fati de direc- 
tia eu transmisivitatea. maximă, conduetia conservativă radial-plani. 
se poate asimila conductiei axial-simetrice core spunzătoare soluţiei. 
(2.132) Priati; o soluție HeN forma | | 


t, ϱ) = —— —— | — Ei — | 2.136 
Hie ΤΟ | i 252] | | rao) 
unde. transmisivitatea echivalentă (XM), invariabilă cu directia se 
determină prin condiţia ca aria cercului de rază (EM), ) să fie egală cu 


aria elipsei de semiaxe (X M), si. («M νι adică. aM = (A) AL ) 
gl je 


83D. ον 


iar coeficientul de difuzivitate a; μος de dir ectie. prin interme- 
diul transmisivităţii (x M),. 


După încetarea, unui proces desfásurat neintreript. pr in con- 
duetie conservativă radial-planá gi axial-simetrică eu fluxul Q cons- 
tant intr-un strat omogen şi izotrop cu dezvoltare uniformă si 
extindere arealá infinită, diminuarea influentei sale se realizează, 
în- orice moment t printr-o conductie remanentá rezultată, ca gi eum 
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afluxul Q ar îi simultan compensat printr-un deflux — Q, din com- 
punerea conduetiei iniţiale divergente prelungite neintrerupt din 
momentul f = 0 al începerii procesului pini în momentul { şi cores- 
punzătoare soluţiei (2.132) suu (2.133) reluate sub forma 


SALL) op nsns -x(--2)]- 
TE i de „A dat 


| a ue n 
b TO NEA 
drz M Ν dat n—l N . N Ϊ Ai 


cu o. conducţie suplimentară convergentă intervenită pe durata t 
din momentul încetării procesului pînă în momentul t si corespunzá- 
toare aceleiaşi soluţii (2.132) sau (2.133) preluate însă. sub;forma ' 


Gne ao v E mA, 
oH κ TE — Ei πο Ee == 


| Pe h 
= i ἀπ. αμα == A 4αὶ) , 


ENTE dat sa non! 


astfel încit soluția: rezultantă : Y(t;t', o) = Y(t; p) 
„zintă cu expresia 


Ψ(ὲ τ΄, o) Ξε E EE TS sei) > 


ο. qon [e i 
Q he M Σ - 4a papa : 


περ CE incsau- ------- 
RN. 4 “pen! 


L4" (í, ϱ) se pre- 


Pentru valori ale argumentelor e?/4at şi e*/1at' suficient de mici si de 
apropiate ca diferența funcţiilor | — Ri(-—p2/4a1)] — [.— Ei( — p2/4a1)] 
să poată fi aproximată numai prin primul termen al dezvoltării sale, 


„adică pentru 
^an ant vado a In c, 
A. dat. 4at' J {’ 


soluţia (2.137) se reduce la forma: 


mr eiui Q ai 
ωμή: RU [---] -ς---τ---1π---«. 2.138 
v (t, e e) Je ) ἐπα Μι. ΤΙ. | ( ) 


cS 


2.2.2. Conduetia neconservativă corespunde cazului. în care. ecuaţia: 
(2.122) se particularizează, prin condiţia . ami i 
l l TE a d |f 
| CU 
bus =0, :X2.139). 
Ορ 
sub forma d 
QU | gb a οὐ ' 
aN e (2.140) 
dt Ορ ode r 


în care termenul e 5ο poate prezenta; ca 0 constantă sau ca o functie 
(1.19), (1.20)) (L.A a ; “14 
2.2.2.1. Metoda separării ο(ω ia bilelor se aplică pentru 
integrarea, ecuaţiei (2.140) atunci cînd termenul e este exprimat prin. 
funcţia, (119). Preluînd ecuaţia. (2:140) sub forma ἃ 


3y 92 "aid, “a : 
Hoop A pp (2.141) 


şi căutînd o soluţie ᾧ = ᾠ(ι, e) = T(t): (c) care să o satisfacă, 
variabilele se separă prin expresiile egale i 
1μας 1 a d22 1 de 
aC di: 8 (Q dg? e: dp 
Aceste două expresii au o valoare comuni acceptabilă numai ca 
negativi deoarece se caută o soluție mărginită pentru 1 >0,. adică 
1 ασ A * law indig 


dd uu «Ἐν R d. edi 


A d " ή i | ji ᾿ | à 
Și, prin urmare, se dispune de ecuaţia diferențială ordinară de ordi- 
nul întîi 


ur (v mE je = 
di. "Bj. 2 Ji 
Şi de ecuaţia lui Bessel. 
2 
MU UO Mg [2022 = 0 
de? dp J 
i 15 i 1 
sau. PC να > (i LE sea! ὁ 
d( čo)? ᾱ(ζᾳϱ) l 
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Care au soluţiile 


ERE) Cu) aU ο) 


(e, Ὁ = Ο(Ὅσι(ξϱ) 3- OA) Yole), 


unde J (Čo) si Yo) sint functiile lui. Bessel de ordinul zero și speța 


întiia si respectiv a doua. Așadar, soluţia căutată este de forma 


UR i F 25r at; dd 55 r a Ἂν . j Γῳ 
Wise m ts DH αι... 


sau | 
ο (e *x) LO EE A a 
We Ὁ —e" T^ LA) alte) EREET) (8.149) 


În cazul conduetiei neconservative pe un interval limitat 
O<p<NR pe care influenţa Y = Y(t, o) satisface condițiile φϕ(0, c) = 
= f(g) f(0) = finită, f(9) = 0:si W(t, 90 — 0, dacă se impune solu- 
tiei (2.142) mai întîi condiţia iniţială ὑ(0, ϱ) = J(e) 51 se tine seamă 
că funcția f( p) trebuie să fie finită pentru ρ = 0 unde Ὑγ(0) — ----οο 
si deci B — 0, iar apoi condiţia, la limită f(9t) —'0 care implică 
ecuaţia Ja( ČN) = 0 cu-o infinitate de rădăcini (zerouri): 


(N = 2,4048; EN = 5,5201; VM = 8,6537 ;... 


şi deci de valori proprii 


2,4048 4>. 05,5201 - 8,6537 
UL AR S G , — T 

9t 
corespunzătoare funcțiilor 


υπ ϱ) = Anal Cn e) | 


m -- 


şi soluţiilor particulare 


| li 1 
i 2 — Satu E : A 
ιτ, e) =Ane 5) Jol 6,0), . (2.143) 


atunci se deduce că soluţia generală are expresia 
t ρα ο r- | 
Y(t, ϱ) = Yalt, ϱ) = » Ane Ec (2.144) : 


- 9 


cu coeficienţii Pourier- Bessel 


R 
| ENE) Jut, E) ἀξ 
0 

A = <a 

| | EJERE) dE 


2.2.2.2. Metoda tran sformate i Laplace se utilizează, 
pentru integrarea ecuaţiei (2.140) in cazurile in care termenul c se 
prezintă ca o constantă sau ca o funcție (1.19), (1.20), (1.21). Preluind. 
eeuatia de integrat sub formele corespunzătoare acestor cazuri ` 
d. „09 9") ady | 

at 4L. 
| ei ot ioie e fp 
cu € = const. | | κ η, 
LOU το ιν 

Qi: δρ. p OR να. 

; nu 7 „ti : ol i 
. 0d 2], sog. QU. δι oe LT Y SEPA sun 
"πο iege 8 y US ară muU E ar pt —c)ule-] 9» de i 


' τ 
(2.145) 
Sau 
9 1 μας. 1 
! 2 ! $^. μή. o) i l 
E — atei sei a — ES «ὁ, [πε ο. deer ΠΡ) 
O 0p? -p Op Sl. 00 Ji 


i 
multiplieind prin e^? şi integrind in raport cu t dela 01a + co, se 
obțin respectiv ecuaţiile operaţionale jn 


| +o i + 00 - co η + 00 
| 4 i ij 
| v o-nqi = | di e7?t dta. Y crai -μιο αν  οτδςς, '. 
dt 0lg2 νι ρ 0p 
0 $ 0- ὂ 
j i (2.147) 
4 oo ο -+ 00 SI „oo TE n. , 
| L? omid E Καὶ. e-? qt + = MET A van y e-?' qt, 
OR dp? η En {8}... 
0 e AO 
| (5.148) 


. 90 


δ’ οἵ I EN 1 
-------- ce-ai | d | (t — T) ee- (2.149) 
G Γαλ B ôt Jz . 


sau 


-οο E co p, : a) } 
| o e` dz a4 | TY oridi d Ug 4 Ou ο-2ί di -= 
ôt Oc? ρ 0o 
ὃ δ κ 
~; ag F 
PRE EE E (S) eet ἃς (2.150) 
o | 0t J« 


Dacă se tine seamă de relaţiile uzuale de transformare 


| Too ; i 
lare i edt — [1] =, 
| p 
ο 
+ co | ATTE 
| Y(t, ϱ) ο” dt = Litt, ede φ”(ρ, e) 
0 
s jd fad | 
οὐ : ῳ E 
—-— e"?! df. = .p|——| = ρῴξ(ρ, e) — ὑ(0 
i | γᾶς 
| LT p [5] εκ 
0p. ^L 0o de 
A 9 ο] 
| URE T 2|5 3 PE 
p2 Op? de? 
8 
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precum si de teorema lui Borel (transformata produsului de contolutie) 
potrivit căreia | ^ 


+o 23 ; 1 A bd 
| e?! af S | (t — τγ 1ο da = 
9 (0) T Ἷ " 


ot 
; . κ i . " | | : i 4 
ὦ Ἔν θην o Y {1 ώμο 
-- .ϱ ---] (t — 7) το g- -2[ psum 1ο ο] = 
vm d BR] pre 
0 l l 
MAIS os TERI. 
= [pb*(p, o).— ὑ(0 ---------- 
Un (p, p) ( au (p d e) 
pentru «20, iar 
-- 00 t j i «p 
| e-?! NU) ex dE D (pe) «ρ-ο{-Ὁ de | = 
ot z 3 Ot τ i 
0 0 0 
= e [5 aie — toit o — 66, e, 
à ôt | D i 2C p m n 


atunci ecuaţiile operaţionale (2.147), (2.148), (2.149) sau (2.150) se 

transeriu respectiv astfel : | 

. 12) do* | L 

23 — ψ(0, ϱ) = « ο πι 3 μή (2.151) 
| s dp? sop dog. p 


ὶ d*b* — ααὐν MER ! 
WE — pO) = «—— 4-— —— — — wy (2.152) 
2 φί 4 e) de? ρ de B2 ? | } 
ΚΤ EEE eg dqit-- s'y ph Na 
ρψ» — 90, ϱ) Sa E aa] =) pe — ao, ϱ) 
de? e de E iO 
(2.153) 
sau 
15 αἶφε δ’ ^g 
X* Sue, ou Εμ. ας LE a ο ae p] 
1 (0, ϱ) E ea, i Wem ώ Pap] 
(2.154) 


În cazul conduetiei neconservative eu fluxul Q constant într-un 
strat cu conduetibilitatea % constantă si grosimea, M uniformă, în 
care influența ᾧ = $(t ϱ) satisface condiţia inițială ὑ(0, p) =0 


92 


pentru 0 & p < +œ şi condiţiile la limite [--ρθψ(ί, ϱ)/8 Ji ϱ-0 = 
QÍ2xz M şi Y(t, +00) = finită. pentru 120, ecuaţiile ober E E 
(2.151), (2. 152), (2. δή sau (2:154) 3 preluate respectiv, potrivit 
condiţiei. initiale,; sub formele 


" m Jg. 
SUY ip Lg? (ν isa πο, ^N 
dọ’? dp aW. Y ορ 
dXp* ay pi Y. 
uu roe. Jp ME E 2.156 
d20* ds | e M 
gH parto gb | ΤΕ Ἵν | yt = 0 (2151) 
: de? ves (Ls e h po 3 5 - 
Ἀπ Ile p MO e J E 
pa DEEE V JUD E -z( } V* —0 (2.158) 
de? de, αἱ ο uo 71 


cu condiţiile la limite transformate i 


Sau 


wr) TE 
ick i orar 
ȘI s g z 

toO | | 

Ut, co) e7? di = finită 
ΠΕ et bi 
Sau 


4 Y:(p, + 00) = finită. 
Întrucit ecuaţiile -diferențiale (2. 155), (2.156), (2.157) sau (2.158) 
reprezintă ecuațiile lyi Bessel „modificate sk i 


κο, ρω, 


| a : ! | 

Nr epar COMM 0 m 

"ba 08 Vp o E] DET σε ANS]? l 

i Sieb ESA | 

| T -ᾱ α 
μπαρ ae --ῃ- 


AUT pro 


—1el[/—|1 EID 
| ΠΗ i (pa) ^ A 


9. 


τ τ TI 
| T. a pro 
| p σ’ Q Y D | 
= ASE Mi irse 0 
DHI τ ΕΤ i 
„urmează că soluțiile lor au respectiv expresiile | 
ee) ss of) ος. 
1 D I $ | v 1 D 
(e P Ec B? τς) = Ομ ( ΠΕ a ES o; ο] 5 + Ar) Ὁ 


í e ca TUE 


sau 


iiy PL. δ΄ [; ὦ. E a n [3 TAG cQ ) 
ox [4] 7: s Us -}}} T ofe “al: P Slp o 


(2.162) - 


in care sint evidenţiate: variabilele 


Jp : amt Y Cry 
n E 
Vb ICE i 
οι PEN η 
AT E 
Mb ESI îi 


precum şi funcţiile lui Bessel modificate de speța întâia si or X zero 
Ij(gi) αἱ de spa a doua $i ordinul zero Ko( pi), unde i = 1, 2, 3, 4. 
Impunind condiţiile la limite sub formele . | P ih 
l-a p , αφ” i NR μα πι. 
à Lr- că d 


dp? 2m% Mp n 


Sau 


quei nn ` fină 


| [- "Ael, ERA 
Aes dei οἳ --ο 


5i 1 Aw că 


[οί p%)] H οσον 


şi tinind seama că 


soluţiile (2070), (9-160). (2.161) sau (2.162) se particularizează res- 
pectiv, prin 0, =0 şi Ca = Q/(2z Mp), după cum urmează : | 


Ha: pe, | 
vue Lex" E 
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UL cu Τε i P : j 1 3 D 

B. ii 272 Mp Ἆο (e . a tw) ; (2.164) 
Τόν: UA m efi ο. p yd ] | £ 6.165) 
στιν. d Ta σ + o M 


Vx pe bs E zi - | y 9160) 
277 Mp GL: pHo P. 


- Puneţiilor imagine (2.163), (2. 164), 6. 165) sau (2.166) le corespund 
respectiv funcţiile original 


des bes 
! M i a LVAN Ha dl 
Q 25 rag 3 wm pa | 
ET PME co Mc a V 027r] -—. |, 2.167. 
mx: r E [τ I») voee FI πο! {9180 
| —D-u ματι EY Mb 
"E pal | (2.168 
απο [x (5 p> ge 5 d 
Wt, ϱ) = Sees ta κι ο - H ) iH- 
2nEMp (ein ΤΩ E uc x) 
Q p" 2 $ eoj E Ce: ED | ξ 
== A — KI 1 + — (2 
4 M ls Jil »| τὸ " (; + o i. iiy 
Ψ(, ϱ) ETT. dee μη iza 
274 Mp, = αι... 5 do 
sette eel . 
ΠΟΠ ar^ p: i : e 22 x] 


care. reprezintà soluțiile căutate pentru ecuaţiile (2.140), (3. MI 
(2.145) sau (2.146). 


sau 


Sau: 
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Prin operarea transformărilor. inverse 
| Ν ll 


apep egn] 


ς At . -a . [ | i 3 P * : 

= Lica i rn de = — àt ea ) | 
"es. "i a. ο Ac RR 

9 i 


+ co 
Q a4 E 
b had ENIS de --- οἱ 2.114 
πώ ϱ) pur. eR Eta T A | 
"a | « caet gis | | 3 
sau y(t, NES EA, Ei | = 31 + et (2.112) 
| wa nm ELE M Ad 4at } 1 | 


în care funcţia, exponențială, integrală —Bi ij pilot) se prezintă cu 
valorile uzuale” din tabelul 9.2. 


Efectuind: transformarea inversă 


223 Eye ΕΠΙ -es- 
5 Š (i B "b 231 d piețe ie » yat? ποια 
0 i j 
t = eVa 


. ; σαι i i i A Αν re D xL e. + 
- e ἃ pel ESPAD di -| ep ir ΕΩΣ ----- E i; 
0 


0 
Fun ve À et 
τ NER c dir E Lan 
ram om ur di = dr; : 
° 3 5 al πα σα 
0 “--ρδ|1αἱ | 
Soluţia (2:163) se reţine cu expresia e t3 
i t ? et 4 
na 4-00 — s a 
; 173 . 
r ! Q e. 4 É l e 173 
d e) Le. o) Qs 
dr ZM e 


MD dat 
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sau, mai general, 


-- 00 c n — 
t r F — (LY p | V, —— | (2.174) 
wt, p) = ΤΟΣ ΜΙ Ἐν [παλ τά 4 
"«—p?J4at : 


1 3 5 i e ^ ] . ζ . 
în care funcția Φί(.1, p/8) are valorile uzuale înscrise în tabelul 2.3 
εἰ poate fi reprezentată cu variabila -© de forma, 1/ = 4at/ẹ*. 


Corespunzător transformăr no inverse 


———————— 


e lE TEN 
PE T K, fep CZ) i rcm p+ o JM 
Tm E: i [i Fau JJ 


solutiile (2. 169) sau (2.170) se prezintă. cu expresii complicate care 
pot fi însă aproximate satisfăcător prin expresii mai simple, în cazul 
in care coordonata” ῥ are valori suficient de mici. Astfel, pentru valori 
mici ale distanţei p- fati de axa de simetrie a desfăşurării conduetiei 
neconservative, solifia (2.170) se poate ilie os d) printr-o soluție 
de forma, 


| Q (ή) - m I o (a J- | | E pnus Ἱ 
U(t, ϱ) = -------ᾱ4 ᾧ e o i 
v( e) Azz M fa p? σ o ol (5 πι δ’) ot 


(2.175) 


Dacă timpul t seurs de la i ineeper ea eonduetiei nestationare are valori 
suficient de mici pentru a se epera aproximarea 


Sau 


E 


9 


d | σ (5-1-δ')ωί 
$|[—|—0| ———— | = [— Ei(— zx d ---------]λα 
[-) "στε als Miis si | zi| = 9 il 


te ù δ 6 L6 
x 1 ---- — ine T n Își i, 
cot C 4 "ot σ 
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atunci soluţia (2.175) se PUN reține cu expresia 


| 5 h 
ere) πα )] eim 
Ankal.. 3: μμ αμ, AE L 


D 


„core espunzátoare soluţiei, (2 .132) pentru éonduetia. conservativit într-un 
strat cu coeficientul. de dituzivitate 4, iar dacă timpul 4 are, valori 
suficient de mari pentru a sel admite aproximările 


o) b πο, = 0 
oJ aa ARS A 


şi | 
4. îşi, ` $ 
a o) = pi (o Pa cota 
s Lp? - \ dat iat 
d Nimm e daos a Devo 2,95at 
x — În Hr ete G a 
been dat o? 


atunci acecasi soluţie (2: 175)5e, poate repr ezenta sub forma. 


NC Oa CO PPSETY, 8 --.6' 2,25a9t 
o bt, ϱ) ;——— [1n 2—— an SEES E- UM - 
Li 3 t ~ - m~ - ~ 4 ~r » 
: i ον ἀπ“ (9 σ’')ρ3 

( 


Bade ' 
utn Qo qu 25 IT 


md ma E 
DW ϱ) & — 

LEM Az RM. fo 9 Jp 
corespunzătoare soluţiei (3. 134) pentru condue(ia conservativi.in- 
tr-un strat cu coeficientul de difuzivitate exprimat, potrivit relaţiei 
(1.13), prin raportul | 


αὖ τ z S δείς" p 
16, de 5’ PO SEX: 


Între: cele. două: roprezentiui 'ale solutiei (2.175) aproximate prin 
onoi (2. 1 7) sub for "ele ci s adii, rA 


"dig y να PCIE sU Ha) 
METTI aa]. 4aXM V. aa 


BN ολ -- .295at. 
4nx M. .2,25 dai NLIS o? 


UL, o) 5 ------ ? ]η-------- 


CE στι poco 
: Απ. (6 -ELo'yph. 1 
z P ES : 
se interpune un palier mărginit prin momentele îsi. și to in care in- 
fluenta y = (t; o) tinde sit devină Staţionară ca în. cazul soluţiei 
(2.174) şi poate fi determinată priu d(t,;, ϱ)  φίέᾳ, p) sau" l 
| 225ta ` Q- , 9ρδαδι 
dz MEA etl πον CETA 
. de unde rezultă că 


~ 


σ- 


Inf, — Int,; = ]ης-----; [wes v. (2.179) . 


Poziţia, acestui palier considerat orizontal: se marchează prin mo- 
mentul f, corespunzător intersecţiei sale: cu reprezentarea soluţiei 
aproximative (2.177) sau (2.178) şi depinde de. mărimea coeficien- 
tului ὦ prin intermediul relaţiei ᾿ de uz i 


eai. Y? ΣΠ 


—C-—In(otyc0 


{ ο--ο.6Υ 
sau ΓΣ = MÀ = 


: (2.180) 
l ©) [on 
in'care C este constanta lui Euler. Ex 
2.2.3. Convecţia se contormează ecuaţiei (2.192) cu coeficienţii a 
Şi bu, nenuli. In cazul in care viteza up variază invers proportional . 
cu distanţa o faţă de axa de simetrie a desfășurării convecţiei, adică 


"1 
2a 


Sul : ν = const., ΙΕΡΟΣ 


ecuaţia (2.122) se prezintă sub forma ` 
ðY 0*9 all -- ὃν) δὲ 
ἐς Ve 5 Jud). ge 
9.2.3... eM, eloda separárii variabi le lor se aplică pen- 
tru integrarea ecuaţiei (2:182) atunci cind termenul: c are expresia, 
(1.19). Cáutind o soluţie 4 = W(t, 9e). — 'C(t)-Q(o) care să satisfacă 
această ecuaţie preluată sub forma 
eo X" asp É gung ouă. 
ero v. È (1--2v) 09 .- 


m m 2.183 
οἱ "  Qpg* - ρ 0o VL v ) 


se găsește οὔ 


BA A - τη NEEDS 
μμ " 
d dp? p ^ dg B2 
Sau . lia ei ip d ul T 3 
1 dc Y: a a 1 d22. Euh aR og 
E = DI = FI Exc ENS ; 


«C αἱ 9: R dg S eere oR de 


unde variabilele sînt ο. în expresii egale cu o aceeași valoare 
— 2 reţinută ea negativă. pentru a se putea accepta din punct de 
vedere fizie. Prin separarea, variabilelor se obțin deci i păi difer en- 
tialá ordinari de ordinul întii | 


a, us + z)" aC —0- 
dt 
Si. ecuaţia, - diferențială de. ordinul doi: 
` ΚΤ 8 |. 
| PR e Te eet R= 0 


reductibilă, prin SA ca, de S Era = zi ο. la ecuația lui 
Bessel 5 

Ppr lot «2 

οἵ die ae d, 2 — v) mq. =0 

Lp [dew - 
„Sau, | 
028% ο σα 

JE 

d(îp) "ας ϱ) 


Întrucât aceste ultime două ecuații difer entiale au soluțiile 


τ cp)? Fe — PIB = 


τίν Ὁ -- 66) e e zi 


Și | 
| R*(tp) = CX) Ji( Co) + Οζ) Υνζρ) 
sau « 
(Big; Ὁ) > ge (Gg) = g^ LO 0) Ip) + OAG YNTE] 
in care 
ζρ idm s: vs ζρ᾽ Ψ9} 
Ἢ n203 Pien5-1)I(v tnt) «5Ὁ au n!TI(v-Fn-4- 1) 
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= Atat E cos vg — Js 
x (to). = (To) y | (5e) 
EE Aa l „Sin ντ. M x 
reprezintă: funcţiile rid jit de σπιν ν și TI tate 51 respectiv: 
a doua, urmează că: funcţia U(î p; ζ) — El, 3 or Oeste de : 


forma 3 
to " | (ed) 
sert τρ, λα e^ LOo Ὃν o) i €, OY Mig = 


FERAM 
cT D ο ο nox (te): ish 
Dacă influenta p = d(t, ϱ) este dată la TEE pd et 0 
printr-o funcție ὑ(0, c = fle) definită pentru 0 € o « 9t astfel incit 
(0) În = dit. sr qAQO ώς iar la distanţa e = δὲ printr-o valoare 
W(t, N) = 0 neschimbată pentru tz0, atunci. soluţia 2E 184) se par- 
ticularizeazi prin, condițiile ν 


WO, ϱ-Ὁ).-- e" TAX t) τ ΒΥΗζρὴῚ -Λε Ὁ 
(a "ΠΕ ν(ζ ϱ) 3s BY (t9) 0 = finită 


Nn 
m. 


οἱ [AJ4(0) + BY e =e] 


care implică, pe de o parte, B = 0:deoarece Y,(0) nu este finită pentru 
orice ordin v si, pe de altă . parte, . JACR) —0. Ecuația J (R) = 0 
are o infinitate de rădăcini (9t, et μαι asi CURE RR 
valorilor proprii y Case o so Ca. e „prin care funcţia ρ΄ψ(0 , ϱ) ΤΕΛ; ) | 
se dezvoltă in seria Fourier- "Bod de TRA tip: ` 


efe) ον eh) E Ad 


' n=l. n=l 
cu coeficienții h 
5 N i 
2 Èr ENEIT (Caja E | ex E) Τι(ζι ὅγα EN, 
ANLE IRE MEM. e ep ums MN 
ΚΕ ο TIT (ete ` 
ουσ 
0 
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Potrivit eu (2.184), se dispune: deci de soluţiile particulare 


-- eel 
! (i = a 2 τ $ "ji ιά 
Yak : P) e ~ o Aa. Sup) 


D D 


| (2.185) 
prin a căror însumare se obţine soluţia generală ^ 


00. ' eo = δν κα at , i 
Ytp) = Y, φαν p) = Ῥ-”Σ Aue ἶ F | IA Cup)- (2.186) 


2 
l 
i 


2.2.3.2: Metoda trânsformatei. Laplace se foloseşte pen- 
tru integrarea ecuaţiei (2.182) în cazurile în care termenul c este dat 
printr-o constantă sau printr-o funetie cu expresia (1:19). Potrivit 
acestei, metode, ecuaţia de integrat preluată sub formele (2.182) eu 
c= const. sau (2.183) se multiplică prin e^? şi se integrează în raport cu 
variabila t de Ia 0 la +-co, astfel incit se obţin ecuaţiile operaţionale | 


θα πι i desit ia a mă. 4:99 à 46ο 
2t D i : 202 1 d^ , e σος "d .. p . "i ` i 
Ad dt — a! 1978 gon qp NP Ἔξ d 2) ως aţi ολ ο- 24 
J£ dtc iiio ni, ia mare ENA phan 5 sosai iio 
) xL E : dae ΚΝ, Ὁ | pus 
ο os | (2.187) 
Sau iisi 
| 3.00 ^ eo i 
| | SY eni « T ec? qi i3 
i -0 o~ 
0 0. i 
a f λον co | 
AL EVI pi edt —< \ yetdi — (2.188) 
Recurgind la relațiile uzuale de transformare 
| T Nae it j 
ATEM, cit = LIE] => pF 
Γι "7 Da | 
ο 1 i 
o T SMS . :' E à a 
1 Vt, o), etat = LLY ϱ)]--- V*(p, p), 
d i 


Hoo ; 
T4122 ο πμ μην 
E ere di sea [| -E πυρος). (0/0). 
| 9 


EP ô p. de 

şi 
TNI JE 24 d2b* 
| ὃψ e?! di [55] Sri AT 
)g* δρ}. dọ” 


ecuaţiile operaţionale (2.187) sau (2.188) se mai scriu respectiv sub 
formele 1. yf dn al | Ν΄ AES BEES 


borid 20% 1-29 y) dis » : 
pi* = W(0, 2) = 4 2 ΕΞ ACI LE v) Mi ed (2.189) 
dg. op c dg. Ῥ = 
sau ? eus pin (La ον) dj* 
aM di (00? 0*. a(i- 2v) ἀφὶ d" uw y PE REN 
pot. — UE 4 ——— pt, 9190 
1 ! (0, p) Tj a e NUS e A e ubi 0) 


. În cazul eonvectiei cu fluxul Q constant într-un strat cu con- 
duetibilitatea * constantă si grosimea M uniformă, in care influenta 
ᾧ = Y(t, o) satisface condiţia iniţială ψ(0, o) = 0 pentru 0 € p< + oo 
si condiţiile la limite {--[ρ'/Κ..(ρ)}9ψ(ί, ϱ)/9 ρ)ρ-ο = Q/91X M si 
- [00(t, o)/0 ῥ]ρ-»5οο = 0 pentru t Z0, ecuaţiile operaţionale (2.189) sau 


E ^ arme di * 
Puai + (1 + 2v)ọ - E ese 25 E (2.191) 


ἀρ’ a p 
sau Ap MP e | 
A35 ἄ φν ο κά odes i p: a 
Mgt su NEN o —— e | dem) Egar 
ra νο ρω 
cu condiţiile la limite transformate bas 
4-00 5 EL S 
| i e aed; e) | - e-?! di i» 9 ex dt 
Ἐνι(ϱ) « Θρ᾽ lo-o PIDE 
Dh: Bu 
sau | 
Kalo) ἂρ eo 3πᾶΜμρ 
si 
$ +o i αν ἢ " 
| a A edo | 
ôç 9-»--00 
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sau 


tS 
unde Es e). repeldntà Junctia lui B 


essel inodificatá de Mb. a doua 
$i ordinul v H 1. Reluind ecuaţiile, (2 


η sau (2. 192) sub formele 


gl "mi d (= 2 
—— E ue (1-52) σα ASE I VET A = 
NE | δι CITY 
nu a 100 
38 * 2 M». PV ὦ ) P» E 
y (2/2) E A 
sau m. | : 


DT» πο’ sta E TIUS a NS 
EEEa gt 
ώση 


Și efectuind respectiv sehimbările de funcţie 


ye et um VT sau V -(5 fa ) 1 
a PEN S EY BATUR απο 
se obţin eewafiile tui Bessel: ρα 


ο πο 


κ ine "us 
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sau 


3. 4: wyre or W DHT aw ᾿ κ 
deu Him 8 gp. je, 


ασ ος Ὁ' 


sau 


vp Dr AMET ἀν CI [5] 2 a^ Dnm |» m 
Pa («J^ dw] s NL a gi pă ey e imi oa 


din care se deduce că 


E o ας. 60, —— ---- (2.193) 
y] NE unt 
CES (e i E 
Q a 
Sau Qu " 
ED 
e (VE e 
(era | 
(e P. E Kfe ve B 
= 0, LÀ a E 
Ῥ τα. Ἡ X PURO 
2! A vA (e i La 34 


unde I, (oV pla) sau I, [el (p]e) 3 9] Şi R.( (d Vela)” “Sau 
Kip Ypa) + (1/23)] reprezintă SURE liii Bessel. Die de 
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ordinul v și speța initia. si respectiv a doua. Funcţiile (2. 193) sau 


(2.194) au derivatele | 
i 2 P; ; io i t 
d d E) j 
T EET Y eee ae on 
af 1 | : { 2) | (+) 
a v Fia FANE α 1 
A (2/2 XP ΠΠ , ο) 
-- Cs : XA ES Mb = C, ERA for - — C £ 
΄ t Y 3 i ` x 2 P> D 
(P S ΠΠ 
| (> „a i 46]. 3. AE Tao Um 
Sau a d EM | Lv A A 
i H : : es : ^ i | |J) νο i 
dr i μ΄; C. d j it VAR a. B2 ο, i 
eee mx vu = 
Dto (NI P. ATY | ii 3) 
d d ERA du - 
( α ο x) E a 2 3 | (e a ta 
IN Jod | 
: [e 2 vui bs 
PLNS d. εἰ αι 
| “a ( pază T p: ἐπ E; 
P R 1 ) ; | pe L 
Er — : KI e 
e ze 3 Ἔ σεν us bv πι iai 
= Uu στα O Cs ———— 
Sou η D η [ E pt | αὶ 3 
4 ς qu l- 14 
ui | j^ 85 ep a E 


care. trebuie să satisfacit "Tespectiv conditiile la limite, 


pr 


μις TE 
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Sau re te . h — 
p Lu | 
ες gi T wk dv | n Q 
DL AP: B 1 “at τὰ 27y Mp 
Eg d “5 ap E pala) MC 


ape 


4 +) t | 
sau | 


y BXWE. i M 
| ur — i" = 0. 
a( p Jede a $ Ww 

[7 85 G | IE 0 5 | 
Dacă se impun aceste condiţii la limite $i se (ine seamă că pentru 
(e/p/a) — + 0o sau [ο] (pJa) + 0,/07)] 5 + co numai 'funeţiile 


Ksi ( e - Ku ρ TEA 


TI τι VN Ea 
(e =) | (5) o 


se pot anula, in timp ce funcţiile - 


o a : 
ΠΠ μενει 
(4 a ) (e i esi] 


pot avea valori oricît de mari, atunci se găsesc coeficienţii ST 
$i C, = Q/(2xx Mp), iar. soluţiile (2.193) sau (2.194) se. partieulari- 
zează respectiv prin expresiile p -- 


(2.195) 


Sau ᾿ "ΕΝ 1i 


| (e a ta] 
κ e2) 
. a "e 


c grs 


a ( x Jes ο (EJ m Peli E 
Sau respectiv ἐν 
uj ϱ) = 


Preta ii em 


| a i Be 


N T ye ) se! 
drz Μ. ερ ' ΑἼΨ IR ΠῚ 


“Operind transformările inverse. 


do". SE a [za | x τ x (Aa 4 ) Î i μίας ἐλ À x] 
ipit 3. (E) a i Men 9 | e ) ο on a? 
p \2a 


' „2 T : T. LA | β7 
I ES! p- ` Uw E "pe ' ME ν-1 πε 
Koap E k e ita 

0 i ο. 


Sl i A V 


Syl 


Sua 


sau 


i l ` AN X Sh : 1 
-f(e fe [e JE Ἴ]α.- 
p rez) η tnt) 


TE ; ) T 
τ zf = ρὲ '-at 
—ie Ug p- le” στη wS zi δ- 1 = μπε di, 
| ο t à 


solutiile (2.197) eh se.re(in respectiv cu expresiile 


S7 


eF da Up iue 
w E d Ἂπκ An Lj Ue * dir ad = 
4 . J 9 
-r 00 
E Q '* Qa d 
27% M (24)”31 i τῷ ci 
a a «Pat i 
Sau 
P i ! zi T 
` H / J 2a A E EDI 
W(t, ο) = ues e de e C "gi dn- 
| + co : 
272 M ρα 
« — p? [4at i 


1 


(2.199) 


(2.200) | 


2.3. DESFĂȘURAREA RADIAL-SFERIC A ` 


— 


în coordonate sferice r,rÓQrTO sin9 eu axe de versori LU Is, lo 


vectorii grad ψ si ui se prezintă cu. expresiile 


1o 


gerad lie T; LAN Tg e [^ Tora AM i 
T r99. . rsin3929o 
εἰ respectiv | m | 
ii = gs TD xit EX un dicas t Pisi D is ΑΕ Tous 
dt dt dt 


iar ecuatia fundamentală (1.18) se scrie sub forma 


Jd ] l - "84 - Tq 2 
κα, Lo se sts CET ô e 
Di .. [77 ORXNU Or Fior? sin9 +09 } ?T'sin?9 duh 


RN δώ E ôy au, D i 
DP | up A -------ἷ- --υ--τ-- TO Le 2.201 
ή : OF PAT 09. mr Nn o τα 1) 


Dacă desfășurarea unui pr oceş este radial- sferi ică si centr al-sime- 
trică b iar sistemul de coordonate sferice se alege astfel. ineit centrul . 
său să coineidá cu centrul de simetrie al desfüsuri ării procesului, atunci 
ecuaţia (2.201) se aduce la for ma simplificată 


peee 
| 


i a8 (^ 2) ο... 
— ηταν φώς nae Ü 
ót r? Qy Or Or οσα 
sau = a A CN A 
QU , 224 9 QU qne 
Ὃν vic peo „28 „603 agită +e (2.202) 
0t r? κ. ος M Or 


εἰ poate fi integrată prin metoda separării variabilelor (Mikhailov, 
1980 ; Iacob. οὗ al. ; 1981) sau prin metoda transformatei Laplace 
(Widder, 1946: ; Parodi, 1948; ; Thomson, 1950 ; Wagner, 1950 ; Haller, 
1953; ; Ascoli, 19: 56; Doetseh şi Herschel, 1961; ; Kirlov Și, “Skoblia, 
1968). ul | DUE. 


2.3.1.. Condueţia conservativă corespunde ιός par ticular în care 
ultimii doi termeni. ai ecuaţiei (2.202) se anulează, adică | 


ὃν 
: 


| ! 
bu, —— + e = 0. PTA (2.203) 


8— c. 891: 7 18» 


În acest caz, eeuaţia (2.202) se reduce la forma 


! 2d ! 
AE T s WP LUNA ie t eA 6 509) 
ðt. UE am ἕνα 
2.3.1.1. Metoda separării variabilelor se afilizează 
να. integrarea ecuaţiei (2.204) prin intermediul unei funcţii 9 = 
= W(t, vr) = T(t) Rr) care o'satisface sub forma 


2 9 
QU πορεια P 
dt ; dpt T dr 


Separind variabilele în expresii egale cu o aceeaşi valoare — τ᾽ reti- 
nută ea negativă pentru a fi ο alui, din punct de ον Ma 
se obţin ecuaţiile diferenţiale 


7 κ; 2 9 i : s πό T f 
l L CIE Δ αφ οσα = — 2 “sau 25 t at = 0 
κα. 4s d-.2r. E qr —0 
pi = dig 


: Prima, ecuaţie diferenţială. ar e soluția 
` Tlr, Ὁ -- e) e tn 


iar a doua preluată, prin schimbat ea de funcție R = pu 2 R*, sub 
forma ecuatiei lui Bessel 


dXp*. dR* 


T? ἜΣ "s «(er = "» (Q* — 0 
"E μα EU Praet bi 
| Yu : "y 2p MP (p* —0 τ 
uS rema ο Tunes 


are solutia generală ^$ 
ο sad η xs = (X) TAa) aT CE) Yus(£r) = dich 
bolla: d οι Jy): 731 CAI ul tr) = d 


TG? 


pope? NN 
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Si deci 

1 
E 

2 


2 [a4 D. AA 
Rr, C) SE ES s ] in Cr — 
Sp | M "or / ; 


[e 
πα 


AE VO "$9 eos tr 1. - 
κας eee -[9 pa σπα | 


„unde Jj; (tr) VIRG [rýr sin čr şi jar) -— J y(r) 9 — Y 21r cos Ur 
reprezintă funcțiile lui Bessel de ordinul 1/2 și Xita intiia și 
respectiv a doua. Prin urmare, Pa eU (t, Py Ὁ = Thl, TRI, č) 
se prezintă cu expresia Par 


NICE Nm “sin er Ωω, οὓς tr 
(t, r; C) =] TTA : Ἴ (o. Giga EE ΠΝ e» ο 595 5} == 


πες ds 


Ern in abs Sina το 
cum eve [ato κος μία Sein] 777 (2.205) 


În cazul coniducției, conservative pe un inter val limitat 0 x v < 
« R pe care influența $—4(t, r) satisface. conditia initialà (0, is 
= f(r) si condiţiile. la, limite (t, 0) = finită si ᾠ(ι, 19) -- 0 pentru 
iz, solutia (3. 105) se particularizează, potrivit condiţiilor la 
limite, prin B = 0 si sintR — 0 sau C, = anj R, sub forma - 


| 
| 


C 


— a 241 

27 feu i - oh A κ ή Nd 
noa «κἲ Eulber28 aeg initi à; at, x narah 
Vatt, r) zx P a, Sn ο ᾗ ---ο "^ gn——7—* 

Ἵν ῃ i E i. să 


Sh "(V uni owe 


unde n = 1,2,...,00. Din însumarea, acestor soluţii netă cul ste rezultă 
soluția ` ; 


αν. WA 21; Ai at RR 
at A VĂ εἷς -{ Rm 
) Tu ) p > Vett D £X nz? PFa ο b T5 ind sin 2/5 


(2.206) 


ai cărei coeficienţi V2 [nz A, se. determină impunind condiţia 
iniţială, prin dezvoltarea în serie. Pourier a funcţiei impare 


γΨ(0, η) = vf(r) = XJ Eu FELD 


sid Επ" e ES 


de unde se deduce că 


A^. R ΜΡ 
1/28: 28 V art ass 
a = ATE sin de 
o 
Sau 
R 


PE Ven | 
4 μπα Em KS sin 


În consecinţă, soluția (2.206)' se anA cu tt aY 


e dE | (2.201) 


ῥ r al 
2 59 E. l EEE a D ONTTO. ηιπξ Nip 
9s) 322 pis 5) È MED De Y gode μυς) 

J d.n. 


„În cazul in care influența Y = Y(t, 7) satisface condiţia iniţială 
90; r) = f(r) pentru 0 < r < 19 şi condiţiile la limite | 


| 9v ONE Ont cR 
η „mona r) E bw] m [reino ; 


mo roz = 0 
pentru { 2 0, sella generală (2.205) si dui partială în χρη 
cura produsului pe Y(t, T). preluată sub forma 


wr n) eyes ο- ΓΑ (Όλους tr J- "ο sin čr]. 


se supun condițiilor la limite prin Α--0 și cos CR --0 sau 0, = 
= (2n + πας. Întrucit, HRS 6 205) 80, particularizează sub 
forma ' y, San. ον 


| j Js : ; [ 3 Tk at, cos 0, a wo M 
Eng Wr SEULS "n Je 5 : p, As σὴ εν b » 


nts 


9 mol iis. dei o με 12 
39 2 η. Kalk: „Ba οτι κας um in (2n E) re 


A E (09 
2n s E m aul cas MPa DP (“ΠΡ 


unde n = 0, 1, 2,..,00, urmează οὔ soluţia căutată se prezintă, 
cu expresia | 


ο} DOES Ba 1. ΤΗΕ 
W(t, 7) = ata M TUR z| n FI ox τον -COS ——£Ror—— 5p 
` " n=0 —— a pz t 


în care coeficienții —(2/7)\/ /(2n + 1) Ba se determină prin interme- 
diul condiției dt ben d f 


ή 3 “ο nues xnl RUE he RT 
ων σος =A = 2 πὸ Ura TOIT 
sau DM TN NE i 
| pP» (2n. + 1) πι 
rr) = A T. 2m zi P E eon l 21 E T 


i A 


Potrivit dezvoltării. in serie Fourier, Να Ἴ P. Ao este ο functie 
pară eu coeficienţii: 


| E E 
= Vl2u τη T η PESTA σα ΠΕΙ 1 
qo Q 1 [εν ἃ 
Sau : 
D at: | £5 br 
πο E ο απλώς ta. (gri 3- BL XT 
B. M : a ep? | Sf 8) COS) k, E ξ, '(2 .211) 
Ὁ ded 


astfel incit soluţia, e21 0) se mai serie sub.forma' ιο, 


o (9 i. co: ΠΊΕ; ks 9ῃ --1 j pă Tu A 
EI m | —f(£) 5 ο. αὖ; os Crta ΛΠ ρος (2 ate La e. 
V(î, 7) EY 18) Σο | SR COS ΕΥ dé 
0 : n 


„+ (8.213) 


2.8.1.3. Metoda transformatei: Laplace. se foloseşte: 
pentru integrarea ecuaţiei (2.204): recurgînd la multiplicarea, acestei 
ecuaţii y e?! şi la integrarea ei în paper cu Yatiabila t pe durata 


n7 


semiintinită 0 < t ES T 99, adică 


J ci acte fni LM ek : es a 


naui m hh 
| Ie di —a | oM e?! di + SES. | e e-? di. 
„0 TATE ΤΌΣ ar ^ 
; (D. 213) ` 
Dacă funcjiei original ᾧ Ey r) îi corespunde funcția imagine 
+00 
ο ο ο ο 


0 


atunci se pot: Opera ΜΕ. M 


Qd C ay 
τι ον οὐ. " c T) — «0, 7 


NY 1 Tek 
ie καν aie eh δῷ = gti ἢ 
Qr. -. ðr dr 
ze CER ὃν. 92 d2)* 
A-——— e" 24. $e] LI i 
mic or? dr? 


lar ecuaţia operaţională EU devine : 
dr? n r dr 
Ín eazul coded conservative eu fluxul Q constant într-un 
sector semisferie cu conduetibilitatea 7 z: constantă si extinderea:presu- 


pusă nelimitată in care influenţa ᾧ = W(t, r) satisface condiţia, 
inițială v(0, TINE c0 pentru. 0x TO şi ABS hus la limite. 


E an -al CNT, 

[= aaie. »] = 9 si μα... 
ôr 7--0 Oz 

pentru î > 0, ecuaţia, operaţională (2.214) este preluată sub forma, 


] E: 2 Tk "T NE a 
a TANE =P ae -—0 


pp — q(0, 1) = a (2.214) 
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sau [ 
]205* | CU WE NEL wA | 
TU πάν ME ors oM (2.215) 
drita dr. a i 


cu condițiile la limite transformate 


0 
Sau 
scd my Ὁ 
d? «ο. 2x XD 
si Lr 


+o . . 
W(t, -+ 00) e74 di L 0 sau W*(p, +00) = 0. 
ὃ. 


Prin sehimbarea de funetie je = cie i n) PIN, se aduce la 
“forma, ecuaţiei, hui End fuadifionfe 


ba ia in Ix κα Fu 
Mg ἐλ 4- = ae [d i "m ο = 0 
dr? dr ` a 2 
sau ` 


“35 «Ge ε 


care are soluția generală 


(V) ns) m (2) 
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ip παν. poe 
unde | Is gi 2) == lip Iy να (2 


o ua p SPIEL EEUU. 
ΝΟ l'2zr Y pja. | n-0: M ! (A — n) ! (2rl pa) | 


-r A N "a N +. 11) i | 
Lo y Luc ον oT | 
TOTO WO a T 


Yt (MIN 
TOES = lim Ky, ag (0) Ze 
€ j 8-0 i a | 


m AEN rates 
πα.) ens "Wwe mm 
N20 25 V'pja : ao WREN — n)! (2r Y p/a)” 


E ὁ "M ne 
T ja AED 
1m dPoLIL————————. e a 
( 2r pja 25 c SERO: 
sint functiile lui Bessel modificate de ordinul 1/2 şi speta întiia si res- 


pectiv a doua. Revenind la funcția * = p412. yrs şi preluind soluţia, 
generală sub forma: . E Am E: 


A BRIDE ο. Wa) ΠΠ 


i (2.216) 


cu condiţiile la limite 


OS ore lg τν 
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se dedice că A = 3D deoarece functia. 


poren al pe) 


nu se ΤΝ anula, pentru Apa - — ne co, dar. ΤΙ = = ocol =Valp) 
deoarece funcţia 


WT ga trs era 


ME Uu 


DRE 


eit d reprezent lati. prin “funefia Hiis 


| 


ο ο. ως um. 


| y ah. E (Z) 
k fr Pol ama Valp i 


4. 


sau 


nx s uA £u a ἘΠῚ 9 
Wn cr icr ΓΑΕ E (2.217) 
„căreia îi corespunde functia original X png Man Γῇ 
VA ite Pts zx σα ; 
S (tr) = Lg *(p, r)] = OLI Z^ xxu qu 
Q j jdn Ar 
- RI | (23218 
Td Hom ar ( | ) 


unde erfe (r/2V at) este complementara functiei erorilor cu valorile 
uzuale înscrise în tabelul 2.1. 


2.3.2. Condueţia neeonservativá se conformeazá unei ecuații (2.202) 


partieularizate, prin condiția 


" 7 ăi. 
PO A (2.219) 
bd m τ 20) . 2 ] JF i 
sub forma Mad παρα Qa (2.290) 
| δὲ âr? r ôr 


in care termenul e poate fi exprimat printr-o constantă sau printr-o 
funcție (1.19), (1.20), (1.21). - t 


2.3.2.1. Metoda separării variabilelor se aplică pene 
tru integrarea ecuaţiei (2.220) in cazul în care termenul e are expre- 
sia (1.19). Căutind o.solutie Y. = V(t, 7) = "C(t)-Q(r) care să satis- 
facă ecuaţia (2.220) preluată: sub forma. 


m) cu win ο ην 
δὲ δ rr ór d" 


se găseşte că 


P πα ADM». Δα »* ?, 
p 1€ Quer τσ RE a 


di τ N, dz? T dz n" B2 
sau | ; | d 
1, Φιν και qup Er. doe - _ za 


ας αἱ B? ( dr TO dr 


unde variabilele sint separate în expresii egale cu o aceeaşi valoare 
— t? reţinută ea negativă pentru a se putea accepta din punct de 
vedere fizic. Prin separarea variabilelor se obţin deci ecuaţiile dife- 
rentiale Ἢ 1 "9 | 


GS (a 
mx 


9) 


B2 dr? dr 


| aC =0 si Ra ui + 2r x + CR = 0. 


EA. 
DES 
.Ot2 


Întrucît prima ecuație diferențială are soluția 
| " ΠΕ Ὁ 
(οι, δε O4) e S E Επ 


iar a doua preluată, prin schimbarea de funcție RIS ρε} 1 sub 
forma ecuafiei lui Bessel m 


, d*o* dB 
r? — r 
! dri | il dr 


+ (er BU αν κ ον 


sau 


ο. νη 1 |; 
E 2 ΜᾺ Dpi — 
| (Er) ΠΟ + Gn- dtr) P E] 2 


are soluţia, 


RECE) = C1) Jur) 1- GE) Yu) = 


= A) ) „sin Er — €, e | cos Cr 
TT πζν 
sau Ai. | i 
la ~ E: 
| EN 2 αγ. 2 Q2 
R GS r αι Ἰσῶί | sin ty— - eu ) COS ο]- 
TT ET 


ας. Sint (3 que 
= || ace. ο, 


urmează că Sonae (0.241) se prezintă cu. soluţia, 


Won 6) i Q Aq, eue: 


D (** ze | | 
FA | ΠΠ i δὲ nopi] e 


ἐν 


: *WY e JOE PT qu 
ΤῊ TE le FA [4 S9 sin 1d E COS i sei]. (2.222) 
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Dacă influenţa ᾧ = d(t, 7) sia are condiţia iniţială ψίο, τ -- 
= f(r) pentru 0 ς ν.«-.1} si condiţiile la limite W(t, 0) = - finită Şi 
V(î, 19) = 0 pentru t > 0, atunci soluţia. (2.222) se particularizează, 
potrivit condiţiilor la limite, prin Bx = 0 Și sin. [R= 0 sau d PARI 


sub forma ᾿ 
Neon mda A. War. 
but r E e Vf tg" 2 sin 
Yalt, 7) Y on | Y^ Ji^ 
Si deci 


2R Ἢ eoe A) aw nar- ; " 
— == * udi —.—. (3.99€ 
6,5 Σ eut = peso sin po Qu) 


Impunind condiţia iniţială reluatá "prin. functia impará 
| (008 5 NTF 
E — r . 
ΙΡ 
> sS- 


se deduc ο μοι Fourier 


Ts. A -— gea EN eJ (5) sin 175 d£, 


NT? 


astfel încît ums EAD) se vie sub forma 

WU A, κ 

: £2 E (Em. y) πη . ură 
N me —f Τα + za ia WM dedi O. 
ψ(ί, 7 B | (EX Σ e sin — R sin d&. (2.224) 
1 d 
Dacá απο > Y(t, r) satisface condiţia” inițială $(0, 7) = 
= f(r) pentru θ & r «- R şi condiţiile la limite | 


[x r) # ră (t, 2S pais ne di 


l.. 


s d 
[St F JERE: =0 à : 
pentru t> 0, atunei soluţia, (2.222) şi derivata par tialà 1 in aperi eur 
a produsului ru, T) pr eluată sub forma, 


Dey (t, 7) nz fae : t “Late cos tr + B(O5 sin tr] 
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se USE condiţiilor la limite ] prin Aa 0 si eos ζ1ε = - 0 sau. Ca = (2n4- 
+ 1)jx|2H. Ca ee soluția (2. 222) se Particulärizează sub forma 


2 (024 bap cos CF 
ER » gai = 
p dat Ei Lbs FE Ra 


dados A Eo xu B, ipene keeru nx (n py 
2η. Ἴ- 1. n1 ex -2R 
și deci | 
$7) = XE 
LM NI 3 51-0 
ey t ` pnn? 
opus. ο By [55 ήν, C E IE (2.225) 
^ 5-0 :2n Ir... Fi A2 Reri 


cu condiția inițială in pa prin functia pară 
ο) SN 2n H ar 
$0, x estem EE ———— B, cos PRU 
21 +1 2R 
prin care se determină coeficienții Fourier 


2 MT RA (2n + 1)xE 
Eu: Dow B, = | zl SG) e eos TIT d 


: | 
Așadar, soluţia (2.22 5) se rétine | eu expresia 
R 


2[(£ ΜΕΝ 1 Jeg | o atier PE | 

Să Ant pa gue di Pi it pa. 

v(t, r) ας fE) Σο ρα ΚΣ ο 008—255 d£ 
(2.226) 
2.8.2.2. Metoda transforma tei Laplace se foloseşte 
pentru integrarea ecuaţiei (2.220) în cazurile în care termenul ὁ se 


prezintă ea o constantă sau ca o funcție (1.19).Preluind ecuaţia de 
integrat sub. fórmele corespunzătoare aceston cazuri 


ob . X 
v. nut, 2 zy aptă a EJ "m 
T D 3 Ν ar? FO. 
cu e = const. sau je 
Na ze - 9 ! 
LETT MCA NILUS NE η 
e Wort Up gp Og? 


Sai îi ant prin. - si iara în. vd ts cu.£. de la 0: la: +00, se - 
obţin respectiv eeuaf (iile operaţionale i 


„di i 3 " 7 A E ix 


: j e 
. d=a (Et ἁγίωι 25 (2 eh maree e-? αἱ (2.227) 
ct 4 | or? | PLAUT = 
0 ——r O LEE Tr τος 
sau 


+00 l too 


fa e-? d=a ον gem dg ie eme e? dt— ETT po=» dt. (2.228) 
ot or? à! p- 
0 pi: : di : 0: 4 


Prin intermediul UNE uzuale de transformare- 
e-? dt = 2 [1]— dr : 

τᾶν... Die - 
p(t, r) e dt = Lipf, r)] = v*(p, r), 


+00 
0 
Ἔοο 
0 


c] 3 f ] á ; d TE d be. 
Su ec? di — 30 5 = p4* (p, r) — W(0, 7), 
et l ct | "me 


to 
! x 
ov e-?! df = L |-}- m 
or eT dr 
și 1^ 
Min iu — " 
ΟΝ o-r dto ϱ [2] - ure 
Ort. x CES dr? 


ecuațiile Jeu bo 227) si i (2. 228) se aduc respectiv la MULUS 


* — 9a Out 
aue “53 ay en ote și airo dog) 


dl T 0, r) = a —— 
dd 7 47 087^ y —d p 


sau | | 
dy bs 2a dj* a 


μετ ML S vaza dea aet te s. ROO 


În cazul [οποίοι neconservative eu fluxul Q QE. Rn. într-un 
sector semisferie cu conductibilitatea, constantă si extinderea, presu- 
pusă nelimitată, în care influenţa ἡ = (t, r) satisface condiţia, 
iniţială $(0, r) = 0 pentru 0Osr<+oo şi condiţiile la limite 


ra du J = 0 sw Wir) finită 
Or ao a A 


pentru ἡ > - 0, ecuațiile operaţionale. (2. 229) sau (2.230) se prezintă, 
respectiv, . potrivit “condiţiilor iniţiale, sub formele 


2d p UE è 1 i 
"Rus tJ 2r UE γα τν i PENIS (2.231) 
dr? ο]... αλ NI p 


Sau 


ay" Mi ast Ἄν qd 2 ad A 
ᾱ----- 2y ------ ---ομᾶ C — x — 0 2.232 
TD ar VoL hv! 


cu condiţiile 14 limite transformate 


+o i + 


| (= 207 e-? dt = 9 | ο- dt. 
: beg: QmcX . | 
0 i i 0 


sau | 
X [E S) | ER Q n 
| dr. 120 27% p | 
-+ 00 . 
A, + 00) e-? dt = finită’ 
5 ` : i E 
“sau 


VE(p, + -'e9) = finită. 


Dacă în ecuaţiile (2.231) sau (2.232) reluate sub formele 


se efectuează respectiv schimbările de funcție 


1 
DS 


"ra a ă εν...» 


atunci se găsesc ecualiile lui Bessel modificate 


ΗΠ} eie I) E ο 


a a 


Sau 


EQ FEIN CARS ayt 
EE „o ο 
ρα ta: (eas) 
HERI (ca 


cu soluţiile generale 


VE 1 (+ za Alin (+2) BR (+ D 
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sau 


ΠΑΩ ο ο Ne DY! p ga 
vă ( ? eus) 1I ( ya πα): Bel e x) 


care se rețin, corespunzător. schimbărilor „de funcţie, astfel: 


í 


"el 1 
pe = [el 2I RASE. 
ο. 


— 


sau 


"EA PI 
ET) E 
A κ... T (3.934) 
EP qim 
GE LL: F) | "P d Tug 


unde Τρί γγ/α) sau ID Vla) + 183] Și πρίν ρα) sau 
bor Ypla) -- (1/82)] sint functiile lui Bessel modificate de ordinul 


și spela întîia și respectiv a doua. Întrucit; funcţiile (2.233) sau 
(2.234) trebuie să satisfacă. respectiv- condiţiile | S 


|^ d 3 R BE N E 


SEE μι... --5 
E d (12) ( f p 


9 —c. 891 


129 


Sau 


| Un aes ze 


. ; cărora le corespund trecerile la Mp 


ΠΠ ΠΝ js 


-— e 


a 


ΜΗ: Eleg 


A — +o ` 
a "f 


ο —— ERR I 


> -- οο 


Ξ- 
ἐν 
ον. 
Li 
2 
a p? 


urmează, οὔ 4 — 0 şi. B Nip -- 


sau respectiv A=0 αἱ ipe 

sau respe 5 "Ur P EZ E 

Prin intermediul acestor. cbeficiengi, eus (2.233) sau (2.234) se 
particularizează ΦΑΣΗ sub ` formele . 


ο 12 | [2] ειν ο μα 
PERT deme = f yz e `N p 
sal ^ fa: 
Dep) Lapi 
Mu SE 2.235 
a ? ut" (2.235) 
sau [ 
d m 
| Q l4 p; Qi D» : 
px cii TA LANE “Πίτες 
ὑφ, ἣ-- s ss +) ? PI Dg: 
1 
a p x]- ορ id GE m i 
Kis ς á ta]- 72 Du me T gs i E t (B? 
κα | É NINE τ’ DeL. pu 
[= Fitze. ra, (2.236) 
à p 27 Xp 
nt), ag pe a 3 


"inind seamă că functiilor imagine (2. 235) sau (2.236) le. corespund 
"Serul functiile original κ 


ια —— + 


mem [5 (3.381) 


SAU 


9r p 
7 "p mn] 
Q aTe (yz) | 9: 
== p-ti | 
| | d w 
si operind transformările inverse 
c asd .». Y 
λα ιτ. = erfez—= ———. eds 
EN a - Slat [π' In = 
| ALT. UU niil at) 
234 [a 
p* 
sau 1 4 
7 P E = 
c PT—— $ Fx 
e (72) Φ- i (y | = 
Es | = înDel jenne 3) dt = 
p 
aD... 


- 
p 4 i at> T 


eras [η v 


0 
^ ^ i a 
Kt ys c μα τη 
=| ο 2 ----ϱ d gpl-——-ie ““ 2 dt, 
2 | πι» 2 | πα = 
ὃ α y 2] d Ut. 
se găseşte ci soluţiile căutate. au expresiile 
| vt, 7) EM erfe 1 + οἱ 
è 2 wi "^ o 
ZELA 9Yat 


său respectiv - 


-- 00 | rx 
f x e 475 
>= i^ = i == dr 
9πλ1||π e 


(2.939) 


| (2.240) 


2.3.3. Conveeţia corespunde cazului in care ecuaţia, (2.202) se pre- 
zinti cu coeficienţii « $i bu, nenuli. Dacă viteza u, variază invers 
proportional cu distanta'r fatá.de centrul de simetrie al desfăşurării 
convectiei, adică. ^ — yw, br. p 
"da 
"Hr nian Ves BOR ] 4 (2.241). 


atunci ecuaţia (2.202) se reduce la forma 


δν ,, 289. Daly) δώ. 
«εκ τρ hv νι (2.242) 

et RICE RA OK --- 

2.3.3.1. Metoda separării variabilelor se utilizează, 

pentru integrarea. ecuaţiei. (2.242) atunci cînd termenul e. este nul . 

sau exprimat prin funcţia (1.19). Preluind ecuaţia (2.242) sub forma 


; y 522, 95. mn DAR * Ie ͵ *N 
ar d Adi EO sg: CLER 0/6 > = „a RUN πριν 
ot 072 in r o & ο» ας 


și căutind o soluție Y'= p(t, r) = T - Ar) care să o satisfacă, 
variabilele se separă în: expresiile egale j 


1.dt 1. RRAN ALED 


2 -r 


| aD -αι πιο dm "UU" dr 

Întrucit expresia din membrul sting nu depinde decit de t, iar 
cea din membrul drept nu depinde decît de +, urmează cá ele au 
o valoare comună, care trebuie să fie negativă pentru ca soluţia ᾧ = 
= Y(t, 7) să se menţină finită ehiax. și cînd ἡ tinde către infinit, adică, 


ode... ENER 2 rv) de τ pai 

«c da 9 wp “μα: "PR dr i 
astfel incit rezultă ecuația diferențială ordinară de ordinul intii 

{απ τ... . ΠΤ ho (7 pla s Del E β, AS HRK 
peut ip ἄν Il aC 55.0 

Și ecuaţia diferențială de ordinul doi 

l e fa ! N ) a3 

pe yo pe pole | νο 


dz? dr 


reductibilă, prin schimbarea de funcţie 2 = r>-2R*; la ecuatia 
lui Bessel i 


ο ο) 


ΜΑ NIE ON 2 
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Sau 


A, LRE | ‘s a | Tei mpi n 
MER γιος ο (+ ,) | ορ. 


„ Aceste ultime două ecuaţii diferențiale au soluţiile 


| vt, Ὁ = Qe Cer 
2n H VON, 
etr) = σῷ Jof) + 6, στο 


sau 


Rir, t) = rU pan) = "tet Τζ) + C40 Y ua) 


în care 
tr ve AP 
i E | 7 (A 2 ys Ν E 
Jur) > SD 
LM NL ! atr +n 6) 
TT : EE 
| osito) co p = γκο aU) 
Y ves ( čr) -ε-ε------ "ΝΎ ΗΝ-ΕΕ.... 


sins ta) 


sint funeţiile lui Bessel de ordinul v -+ 1/2 si speja întâia şi respectiv 
. « doua. Prin in Mero funcţiilor T(t, €) si (2(r, 6) se construieşte 
deci o soluţie ᾧ = v(f, r, Pur. Cd ζ) 65, dd de forma 


Nazat 


at Lye > 
Vi, r, t) e ( zu ή 3 ΓΙ Ted) + CoCo E a = 


KN u ἔα 
ime ( X s) ipm 7 LA(): Ju tr) xL BOY ler (2.244) 


În cazul conveeti iei in care influența ψ = uU 3) este dată la 
momentul iniţial i = 0 printr-o funcție (0, s) = f(r), definită pen- 
tru 0 x r < It astfel incit f(0) = finită şi f(T) = 0, iar la distanța 
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ἐς, 


Aaa i printr-o valoare W(t, 19) — 0 neschimbată pentru t > 0, solu- 
fia (2.244) trebuie să satisfacă, condiţiile T ὶ 


WO, r, Ὁ = [Avant tr) + BYA) — fer, 0, 


' 7 Toi | i 1 
Ες, ὦ , Lă Li v 
ATELAJ ialt) + BY, utr) leo = finită 
jrak e fa 3 m ij | 
R 2 [AJ 44/4 ( CR) EF BY, uA £1)] = 0. l 
Potrivit acestor condiții, se deduce, pe de o parte, că B = 0 deoarece | 
Y +20) nu este finită pentru orice ordini v4- 1/2 si, pe de altă parte, 
că J; (CR) —0: Întrucit ecuaţia, J , 4 4/2( £42) — 0 are o infinitate de rădă- 
cini XR, Za, bah... corespunzătoare valorilor proprii C, Va - - ., 
Uns, prin care funcția z"* (0, 5) —r"* ?f(») se dezvoltă în seria Pou-. 
tier- Bessel de Primul mp om mere "ETAT | - 

Py 


TI 00 1 s e 

DEL : eb s à J x 

νι 270) = Σ ate "e (7) = ΣΑ, νετ ζν r) y 
n= n= 


cu coeficienții | 


R 
3 


R 
ως αν M X 
2 | ELE ENE] Jat, ϐ) d&- | & ?f(£) S us (5,5) ἂξ 


A 
R? Jap Cn R) D ds "T Eo Y | 
| Ent E)dt 
$ 


urmează că soluţia (2.244) se particularizează sub formele 


| (ών). EX | η B 
Palt, r) — e A ΒΩ sAn Jes ζη 1) (2.245) 
şi deci | | 
; a> sa] rb ο, : -| 22 νᾱ- a 
vi, p) = Σ Palt, r) =r > - An e (* ») 37.] ταί Car). (2.246) 


n=l n=1 


2.3.3.2. Metoda transformatei Laplace se aplică pen- 
tru integrarea ecuației: (2.242) atunci cînd termenul e este nul sau 
exprimat prin funcția (1.19). Preluind ecuația de integrat sub formele 
(2.242) cu e—const sau (2.243), inmultind eu ο”) si.apoi integrind în 
raport cu t, pe durata 0 < t < +, se obţin ecuaţiile operaţionale 
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ο 


| tă dt = de ---- e-?dt i ETERNI ἐν gendi ce ear 
et 7 Or 


d 0 £9: 
i (2.247) 
sau * d 
+o Tej | 
| S e-?'dt = a | ol e-?'qt- 
C 2)i0r? 
- Φα 
rko μη hi v tuba 
uoo meus pia oU. e-?'dt.-—— ο ια τν (2.248), 
TEM T TT er. Bo Ie 
0 ' Foren I" is ολα. ἘΠῚ ή 


Prin intermediul relaţiilor uzuale” ΜΡ ond ue 


Ἔοο 


| ο di = [1j = h Ys 
0 P i 

| Y(t, rje-'dt = LEG, 7)] = ip, τὴ». 

ο | d 

4-co LX - : " : 3 2 

OY samă Y iaa ev e pă 

| | lac δή = iri = po*(p, r) — q$(0, r), 

ο 4 

+00 A | : că 

| V dj — α[5]- dy | 

„Or dao 
0 i "ut 


ecuaţiile operaţionale (2.247 a sau e 248) κ se aduc e respectiv 1a: age 


"Gb P Mari "mum d (UM 


(0.249) 


Sau inepte obo pret osa, ar 


Je 
Nm Ac 


iet ^ Te ση, 5 τη B ARE da : d Α * ta. Wwe J 
ο = a EE p E ο ο 
d? rA dr (pa 


bac: se consideră NS convectiei cu luxul Q constant intr-un 
sector semisferie eu conduetibilitatea E constantă, in care influenţa; 
y = (tm). satisface condiţia iniţială V(0, ry— 0 pentru ry <r — 
< +o. Și condiţiile la limite m 


3 i a 
dT X x ͵. ἐς η 
! ΣΑΝ à lo Ru ADU: 


ἘΚ νοβίο) for 


pentru { > 0, atunci ecuaţiile operaţionale (2.249) sau (2.250) sint: 
preluate respectiv, potrivit condiţiei initiale, sub :formele 


που. Z2" * dotis 2p» ume; 
BI Ls0xe———nf[(—-—-j-o (2.251) 
dr? dr a. p? ; 
sau K alei εδω} in cp Ej- 
| i "N 
που ly ) | Sali à * 
pe E Sit 91 αρ η Sf [De a pe = 0 (2.252) 
2 | j 9 
di? dr ἽΝ po 
cu condiţiile la limite transformate. 
τ -Fco T 3 l +0 j " 
ted Ἄρης) rud citati ss KOTNE ION 
κό ρα 
| |- γης ed ez dM 2 | e-?'dt 
E Uem ajo") Or ff i dot 
0 t κ” 0 ; : 
sau Ae UU». πο ΚΙ F 


GENE y : : Ne ^3, 


i λλες νε (ce H T , voe 
Pia fue iW n: 
οι EUM dro rån i: 274p : 


+o ' 1 
Qu M UL 2n 
1 | *3 i PR — = 9. sau. [55 | £r 
Or "ec : j aV dr T= ΕΟ Z2. 
0 ; F. E 


unde Ίνκα) reprezintă funcția lui Bessel modificată de speța a A 
şi ordinul ν + 3[2. Prin transcrierea gepatior (2.251) sau (2 252) 


sub formele 


sau .. 


I iiu ο αμ 
exc» η Jae sp TY 
olea) 
y || -= 
a 
CAES y 


gi efectuarea schimbărilor de . funcție 


Ti E Miu 
t 2 PANES 
Φ 336 | 2) WF sau $* = (r yz JD LE vr, 


se găsesc respectiv dakik lui Bessel modificate 


4 ΠΝ... 2e wi I Lov 
e) yer * ος 
| «(^ ] 2. a (e=) 
ο o 
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Sau 


MES ὁ ae 


| 1 ET Da A i A 
-[( ED t ] Yr 


cu soluţiile generale 


clum —— 


ΨΣ (y+) 5 C 1, ii |)» CAR, ενα (η) 
sau | 


p 1 μα. ευ] πώς αι ας 
Y (» P s= τ.) d Oi EN ax] E UE! is B 


din care rezultă că 


, Dixi |) Kafr 2) Iie 


= e 0 -----. " 
1 — ὃ xL j 2: mne val T p? (2.253) 
/ ος] (443 
3 a. a]. 
sau | 
. TS rar imc tu. c UE CÁM m po 42.254 


Τσ 
— y : r 
E a τ NP i 1 
unde νι} Ρ/α) sau ἵνα [1] (pla) + (1/82)] si Κ..ιμ(Ργ/ρ/α) sau | 
K,apirl(p/a) + (1/32)] sint functiile lui Bessel modificate de ordinul 
+ 1/2 gi spela ία şi respectiv a doua. Funcţiile (2.253) sau 
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(2.254) au derivatele 


sau 


Sau 
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dy* d 


«er 


EN. [2i +a) ( [tem M x) dE τ 


3 EP. 


ΜΕΣ 


H 


[E 


n 


BEST mp Ἢ | P | p 
(o Eas ( "3 
C 


^o 
- 


- 


T 
X ss 


ZA) 7 


care trebuie să satisfacă respectiv D la limite 


αὐ» 


[rc 


cg i "E Lu. 


ΠΕ 
ν----- 


Mali. p 
K 3/2 (+ za 
(rc ——X—— os 


J9 


) 


1 


= 


şi dia a =0 
: ο | 1] VE) p 
sau | τὰς ; κ PLE 
afr zx) ( jzza)-« 


Impunind aceste condiţii la limite -$i tinind seamă dacă pentru 
(*Vplo)—+ co sau [rl/(p]a) + (1/Θἑ}}-»-1- oo numai funcțiile 


P 1/ 0 zi Î μι; 1 
———————— sau —————————— 


͵ 1 

-..: y+ V TE 

ΠΕΙ ΦΕΊΣ᾽ 
Via] « : i ΦΟΣ 


—y ta — ν Ἔ-- 
Πε (a) 
| -α) A. B- 


pot avea valori oricit de mari; se deduce că C, = 0:si C, = QRP), 
lar soluțiile (2.253) sau (2:254) se particularizează respectiv prin 


expresiile 
T. GE | 
i ς +1/2 . 
τεί Q. We απλής 2 Das 
ΤΗ penu malr. ]. - (2.255) 
Sau - 


. (209099 


Întrucît funcţiilor ΠΡ (2.355) sau (2.256) le corespund funcţiile 


original ΚΙ 
p(t, r) = 6-1 ο —— 4 


sau respectiv, 


prope cedi SEES! 


! ἡ p 
„ut, 7) ] £ | pron 


in care se operează transformările inverse 


1 η. o s] ] t πια | 2-7) 
P EN Ere ee TI | db = 
E ο... à : A "ur | 


: (21 ος «adi 577 
-(0U πω 


p 2 | p 
z a 
[VEe] 
ση 1 
«αι, Kia Us πα 
"an țar = 
Lp od 


AM p F i eu yt. (9 V Tomte S „pă 
a. ME e -5t ca vct 
aA RA - i p aiaee ο: "dis 
Ir ) 
τα 


| (2072 σα at 


ο 4d X gd 
et dt, 


Ἢ quUY Ux 
χα 


urmează că soluţiile căutate .se prezintă sub formele 


Q Mi Y Y d» 
φαν 7) = στ X) ο) (21): 3 o “dt + οἱ = 
too 


πο midi d (2.259) 


y4 — 
2 
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Sau 


en ac US qud es ad aa ne 
0 
4 zh CO s rec a fă ica 
Pres : GM da. .. ΣΙ (3.260) 
«-γϑαὶ (du) 


BIBLIOGRAFIE 


ARENS. R. F., CALDERON, A. P: (1954). Analytic functions; of Fourier transforms, 
„Segundo symposium sobre algunos μμ μα màalematicos que se estan estudiando 
en Latino America, julio 1954,-p. 39— 52, Montevideo, Uruguay. 

ASCOLI, G. (1956). Transformazione. di Laplace, Ghicroni, "Torino; | 

BASSET, A. D. (1888). A Treatise on Hydrodynamics (tem. 2), Hydrodynamics, II, 
p. 19, Cambridge. 

BATSCHELET, E. (1949). Die Operatorenmelhode: von 1. Fantappie und die Laplace- 
Transformation, Comment, Math. Helv. : "22, p. ;200— 214. 

BOCHNER, S. (1933). Vorlesungen über .Fourierselie Trtegrale, Aaa. Verl.. L cipzig. 

BOCHNER, S., CHANDRASERARAN, 9 ς. (1949). Fourier aucune Pfinceton 
Univ. Press; e, 

BOGOLIUBOY, N. N. SABOVNIKOY, B. I. (1902). Funkļii Gina i funcţii rüspre- 
deleniia v slatistliceskoi mehanike classiceskih sistem, JETF, 43, p. 677. 

BONCI-BRUEVICI, V. L., TIABLIKOV, S. V. (1961). Melod funkfii Grina v sla- 
tisticeskoi mehanike, Fizmatghiz. 

.BRANGES, L. L., (1958). Hin operators on: Fourier να Duke Math. Journ. 
25; p. 143— 153. i 

CAMPBELL, G., FOSTER, R. " 1948). Foürier integral [ "practical applications, van 
Nostrand, New York. H 

CARLEMAN, T. (1944). L'intégrale de Fourier οἱ questions qui s'y ratlachent, Uppsala.. 

CARSLAW, H. S. (1950). An introduction to the theory of Fourier's series and inlegrals 
(third revised edition). Dover Publications, Inc., New York: 

CARSLAW, H. δι JAEGER;:J. €.-(1948); Operational Methods ^in: Applied! Mathema- 
tics, Second Edition, Oxford University Press, London. 

CHURCHILL, R. V.:(1958). TIS nap Mathematics, Second si se MeGraw- Hill, 
New York. B 

DELAVAULT;- H. (1957). Application de la transformation de Laplace εἰ de la trans- 
formalion de Hankel ἃ la détermination de solutions. de léqualion de la chalcur et 
des équalions de: Maxwell en coordonnées cylindriques, Paris. 

DITKINE, V., PROUDNIRKOV, A. (1978). Transformations intégrales et calcul opération- 
nel, Chap. 11, p. 27— 65, Chap..V, p. 82— 142, Chap. x p. 300— 353, Editions 
„Mir, Moscou. - 

DJEPAROV, F. S., KR: ASNIKOV; A. αν) Uraneniia  ghidrodinamiki i funktii 
Grina, TME 14, p. 82. DE 


145 


.DOETSCH, ια. (1937). Theorie und Anwendung der Laplace Transformation, Berlin. 

DOETSCH, να HERSCHEL, R; (1961). Anleitung zum praktischen. Gebrauch der ep lige- 

` Transformation, Ed. R: Olendorf, - München. 

GILLY., J.. (1945). Les parties. finies αἱ intégrales el la transformation. de Laplăe-Garșan, 

„Revue Sei, 83, p. 259— 270. ᾿ 
GRAY, A. MATHEWS, G.. B. (1958). F'uncjiile, essel si. aplical iile. lor, in fizică (trad. 
E “din limba engleză după ediția a doua, revăzută de: A. Gray. și T. M. Maerobert), 
scap. 1], p. 22— 34, Cap, III, Ρ. 35— 38, Cap. out; 85— 87, Cap. XI, DE 173-- > 179; 
| ‘Cap. NNk c 305—321, Editura “Tehnică, București. 

H m LER, J. (1933). Laplacesche Integraltr ans[ormation und Integration pátüeiler Diffe- 

; Tentialgleichungen . vom. parabolischen. Typus, Zurich; 

HILL, 15, TÂMARKIN, J. D. (1933)... On the theory, of Fourier trans[orms,, Bull. Amer. 

Math. δος, 39, p. 768—774... 

IACOB, C., GRAGIDNESC U, A, “CRISTEA, C., „DR: PAGO Sika GHEORGHIȚ, Á, ST. D. 
* 453; MER "T'ehnici, μεγήητ δια 

IACOB.,.C. COCARLAN,.P., „DRAGOS, 1... GHEORGHIŢĂ, 5 T.I. HOMENTCOV- 

: SCHT Ij., NICÖLÄU, T SOÓS; E. (1981), Malemalici: clasice si „moderne, vol. III, 
„Cap: 54, p. 82—111, I:ditura Tehnică, Bucureşti.: 

ILIN; V. A. (1958), 0 shodimosti: zazlojeniiş po. sobslvennim funidiiam operatora Laplasa, 
ΟΜΝ 13(1), p. 87—180. 

ILIN, A. M., KALASNIKOV, A. S., OLEINIK; Foy. ^) (1969). Lineinie! uraoneniia 
vlorogo poriadka paraboliceskogo tipa, UMN 1 7(3), p. 3—146.—- 

JORDACHE,, 0., SMIGELSCIII, Ὁ. (1981). E cüaj iile [enomenelor | de dransfer de mașă si 
căldură, Cap. 3. p. 64— 113, Editura Tehnică, “Bucureşti. — , 

JACKSON, D. (1941). Fourier Series and Orllicgonal, Polynomials, Minnesota. Aria 

JAEGER, J. C, (1949). Introduction lo he Laplace, transformation ; with engineering 
applicalións;. A et: Co., Lid.. London. Md ὁ, 

JAEGER, J. C, NEWSTEAD, G. H. (1969).4n Introductian-to the: Laplace: Transfor- 
mation : with Engi neering Applications, Methuen et Co. Lid:, London. 

"JANET, MH (4957). Complânents divers sur Bs POTA en de topi Acer “οἱ -les! ra za 
"auz: dérivées : partielles, Paris. 

KIRCHHOFT; G. (1854). Uber deri inducirten* Magneétisinus eines: "uhbegrenz ten Cylin- 
"ders bon weichem ` "Eisen. Journal fur Math. et ML VETT D 348-— 370. " 

.KIRLOvV. ANA la SKOBL IA. N. S. (1968). Spravocinaia, kniga, po cislennomu obrasceniitt 
preobrazovania Laplasa, Nauka i tehnika. Minsk. , 

KUMMER, E. Ε. (1887). De integralibus Aida ai pe ο. iet AN m infinitis. io 
nal. fir Math.. XVI, p;228—242. . .. 

LADÍJENSKAIA, O. Α.. SOLONNIKOV, V „un AL ITE VA, N. 40967). Li- 
-neinte i-Jepazilineiriie: uravneniia ΤᾺ bd ibis dipaj* «Nauka » 

LIPSCHITZ, R. 0. 'S.(1859) Über ein Integral der Differentialgleichitrg. Φ51|95᾽ + 
ee 01[0a: +T = 0: Journal ΓΠΣ Math., LVI, p. 189—196. 

LOMMEL, E. C. J: (1871). Zur Theorie der Bessel schen Funktionen. Math. Ann. IV 
p. 103— 116. 

MACDONALD, H.-M. (1899). tea er the Bessel F unctions. Proc. in usa Math. Soc. 
XXX, p. 165— 179. 

MEHLER, FAG. (1881). Über eine mit den Kugel- -und Cilinderfunktionen verwandte 
Funktion und ihre Anwendung in die Theorie der Electricilätsvertheilung. Math. Ann. 
XVIII, p. 161— 194.. 

MIKHAILOV, V. (1980). Equations aut moines «να clic (traduit du russe), Chap. 
VI, P. .337— 383, Éditions Mir, Moscou. 


1Ό;-- Es 
c, 891 „145 


MOCEALIN, A. T. (1958). Primenenie $m funefii Diraka k reşeniiu differenfialinth 
'uravnenii v ceasinîh proizvodnih paraboliceskogo AUR Teplo-t massoobmen v pro- 
ilessah ispareniia, Moskva. à 

NICHOLSON, J. W. (1911). Noles on Bessel Functions, Quarterly. Journal; XLII, 

:916— 224.. 
^"OBERHETTINGER, DES (1957). Tabellen zur FouHer Transformation, Springer-V erlag, 
- Berlin— Góttingen-Heidelberg.  ' 
"PARODI, M. (1948). Applications ΜΉ de la. ολο αήδη de Laplace, Paris. 
PETROWSKY. I. (1935). "Zur ersten Randwertaufgabe der Mürmeleitangsgleiehung , 
' Compos. mathem, 1, p. 389—419. - Piri 


„RASOF, B. (1962). The Initial and Final Value Theorems in Laplace Transformi Theory, 
Journ. Franklin Inst., 274. nr. 3, p. 165—177.. 
SABAC, I.GH. (1981). Matematici speciale, vol. L epa XUI, $82, | 980—573; Editura 


` didactică si pedagogică, București. 

SAKURAI, T: (1936), Fourier integral and some e physical problems, Proc. Phys “Math. 
Soc. Jap. (3), 18, p. 706— 726. 

SAN JUAN, R., RODRIGUEZ-SALINAS, D. (1953). Exposition of. some known and other 
"new PORE on ordinary and ποπ convergence of. {116 Fourier integral, Revista 
Acad. Ci. Madrid, 47, p. 495—510.. 

“STIELTJES, T. J. (1886). Recherches sur quelques séries. sémi- convergentes. Ann, Sci. de 
l'École norm. sup. (3), III, p. 201— 258. 

"STUART, R. D. (1961). An Introduction {ο I'ourier Analysis, Methuen ct Co. Ltd, Lon- 

| don; John Wiley οἱ Sons Inc., New York. ` 

"THOMSON, W. (Kelvin). (1890). Ether, Electricity and Ponderable Matter. Math: and Phys. 

Papers, III, p. 484— 515. F 

"THOMSON, W. (1950). Laplace" T ransformátion. New : York. ' 

"TITCHMARCH, E. C. (1937). Introduction to he theory of. Fourier s integrals, Clarendon 
Press, Oxford. . 

TRANTER, C. J. (1951). Integral s “tc bn in Mathematical Physics, Methuen et 
Co. Ltd., London. 

WAGNER, K W. (1950). Openatozearechnung und Tor dul rep. cope Leipzig. 

"WATSON, G. N. (1949). Teoriia besselevih funkţii. Ceasti. pervaia (Perevod so 2-go 
angliiskogo izdaniia). Glava III, p. 48— 94, Glava VI, p. 202, Glava VII, p. 233— 
—239 Glava XIII, p. 466— 490, Izdatelistvo inostrannoi literaturi, Moskva. 

WIDDER, D. W. (1946). The Laplace Trans[orm, Princeton. | 

"WIENER, N. (1933). T'he Fourier integral and certain of. its applications, Cambridge Unis 
versity Press. 

WLADIMIROV, W. S. (1972). Gleichungen de. sola hei lt ee Phi ysik; Berlin. 

"YOSHIHIRO, T. (1953). Some. theorems of donate, tegil; Journ. Math. ΗΡΙ, 1, p. 

. 87—93.. 
ZELDOVITCH, 1 MYCHKIS, A. (1974). Éléments de rb oum appliquées radüit 
` du russe), Chap. XIV, p.. 532—577, Éditions Mir, Moscou. .. . 
-ZYGMUND, A. (1959). μα Series, Cambridge University Press. ` 


-— 
(97) 


E APLICAREA UNOR SOLUŢII ANALITICE ALE 
| ECUATIEI DE DESFĂŞURARE A PROCESELOR 


3.1. GAMA PROCESELOR DE NATURĂ TERMICĂ 


Procesele de natură termică se desfăşoară atit global sau regio- 
nal la nivelul întregii cruste terestre sau respectiv al unităţilor sale 
tectonice, cit şi local la nivelul sistemelor geotermale dominant con- 
duetive sau dominant convective asociate surselor magmatice ale 
corpurilor intrusive (dykeuri, silluri, neckuri, lacolite ete. ) sau surse- 
lor hidrotermale. 

"Desfásurarea proceselor de natură termică poate fi rectilinie, 
radial- -plană sau radial-sfericá în funcție de configurația si distribu- 
tia surselor de căldură si de condițiile geotermice globale, . regionale 
sau locale (MacDonald, 1959 ; Lee si MacDonald, 1963 ; Tozer, 1965 ; 
Birch et al., 1968 ; Gurtin şi Pipkin, 1968 ; Chan si Ivey, 1970 ; Holst 
εἰ Aziz, 1972 ; Taitel ,1972 ; Truesdell si White, 1919: Chapman şi 
Pollack, 1975 ; Lowell, 1975 ; Lubimova si Nikitina, 1975; Kenner 
et al. , 1975; Smith οἱ Shaw, 1975; „Davis şi Lister, 1977 ; Albu si 
Cădere, 1982). 


3.1.1. Un dyke recent format este delimitat printr-un plan vertical 
față de ο rocă, omogenă cu coeficientul de difuzivitate termică de 
1,5-107°m?/s, Influenţa termică a acestui dyke se resimte în roca 
învecinată în care se înregistrează, la un moment dat, creşteri ale 
temperaturii cu 6,59 K $i 0,05 K la distanţele de 300 m si respeetiv 
600 m faţă de dyke. Sá se estimeze timpul scurs de la formarea dykeu- 
lui, presupunind 0 densitate. constantă a fluxului, de termoconduetie 
prin planul vertical care îl delimitează, 


„Rezolvare. Prin intermediul soluției: (2.34) : aplicate. la acelaşi 
moment, t pentru distanţele αι și v faţă de planul vertical. care doli- 
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mitează "dykeul, “se deduc. relaţiile > 


O feit i : E i : ^ je αἱ a 
w 2y "dab 
da Vat ο - 
wohl v. στων —'edo ον) 
v, = wt, 4) 3 τ; PER ο 2l'at 
si | | 
π΄, 9 I Jai Y 
Us ας vt, T) = ME d Me E TU T scan 
7 La | T 2 yat 


Impártind prima, relaţie prin « cea, de-a, douas „Se. obţine, „formula. de 
calcul 


αἳ 
e gode ymo epe 
yin "aVat 2 l'ai 
praem jp PTT TRIE qe A 
Lis 2 y=" X. To i A ee 
| e, αἱ y Eier Prem 
"oa aya 


„Dacă se-tine. seamă de datele problemei potrivit E na ιο 27, sau 
de ae aa sc 
si se introduce notația i i 23 euh 


"olm Ὥς. 


atunci. formula. de oaleul; 50. προς ΜΜ, ο ος PS 


- iu Mis 
-he - kom > 


air ien = -- eu iG: antosă mi 
A PIS P e D VES Rr isi ANTICE 
dbi es, i mar CUIRE) enfe (26) ᾿ 


Dind. arguientulüi ' ἔ valorile. 0,00 76,25 ; 0; δῦ ; 0, ἠδ: φ 00; Hope 
50 găsese pentru funcţia ψιίψα valorile corespunzătoare 1 000; 1,749; 

3,973; 12,17 ; 53,66; 245,5:.., iar pentru logaritmul siu "Zecimàl 
συ vàlorilé^0 ,000 ; 0 2431 0,5995 1,085 ; 1,730 ; ; 2,390::.,"astfel 
încît functia lg QUEEN πα. “poate. fi veprezentată, grafie ea în 
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figura; 1. Pe baza acestei reprezentări” grafice! şi a datelor problemei 
potrivit cărora, ' Ἰα(ψι/ῴ olm = 1e(6,59/0, 05) = 19131 Ὁ -- 2 19, ΒΟ Ἢ 
seşte că ecuaţia | 


εἶ eo — Ys ertet. 15 | 
ου”... Vai (9) exte (23). 


19 


QUU ας. 450 . 075 00 ΠΡ 1 e 


Fig. 1. Reprezentarea grafică a: funcţiei: corespunizătoare” formulei 
de calcul de la apata pu: 


are solutia PT Zi 
"E Ea 7145 
din care rezultă: ^ η "ro 
FNE “πα 15)7- 
lntrucit $3; £490 m si € — = 15 -107° m?/s, urmează că 
300? 


MAT Ami ντ dut; c v ti 11342 2:154 «109 s x359,4 ani. 
1-1,5-10-9.(145)* . | | 


3.1.2. Într-un strat acvifer dent omogen şi izotrop cu coeficien- 
tul de conductibilitate termică de 1,2 W |mn:K, capacitatea- calo- 
Tică pe unitatea de volum de rocă“acviferă de 4,0-10° J/m?. K, 
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„capacitatea calorică pe unitatea de volum de apă dinamice activă de 
4,2-10* J/m?- K, porozitatea eficace de 8% si grosimea uniformă, 
de 45,2 m se injectează cu debitul constant de .1,136.10-?.m?/s 
apă mai caldă decit a sa printr-un puț perfect din punct de vedere 
hidrodinamie. În condiţiile termoconveetiei radial-plane neconserva- 
tive admise la; deducerea soluţiei (2.199), după 2,155 ani de injecție 
neîntreruptă, la distanţa de 20,2 m faţă de puf se înregistrează o 
creştere de temperatură de 1,03 K. Cunoscind că productivitatea. 
de căldură pe unitatea de volum de rocă acviferă este de. 1.10-5 W/m3, 
să se calculeze fluxul de termoconvectie. NN 

Rezolvare. Se caută mai intii să se evalueze ordinul v, utilizind. 
relaţia (2.181) preluată sub forma ! 


y = — pu 
2a EE 


în care coeficienții a si b sint dati, potrivit cu (1.13) si (1.14), prin. 
expresiile 


x : 4 grad Ζ — mou? 
AȘ 
σ ; σαν 


ior produsul pw, = const. se determină prin intermediul debitului 
volumie de apă πρ Mmu, corespunzător filtratiei eu viteza aparentă 
mup prin secţiunea vie 27:9.M la distanţa p fati de putul de injecție 
in stratul acvifer cu porozitatea eficace m si grosimea M. Întrucît 
* = 1,2 W[m-K = const. si deci grad X = 0, 6. = 40.109 J[m? K, 
c = 42 105 J/m? - K, m — 0,08, M = 45,2 m, iar 27 pM mu, = 
= 1,136 -10-2 m?/s, urmează că saura ᾿ i 


1,2 m? | 0,08-4,2 «109 


a = -—03.104*w—.; Poe mE πα ο δει. 
7 4,0 «109 3 à P ? RE 4,0- 105 T ue ? 
1,136-10-? 2 α" 
puo = — = 5-10-5——— i y = 92084 -:9-.1075— — 7. 
ο 2m:49,2-0,08 αι... 2.0,3-10—6. 
Prin urmare, soluția, (2.199) se particularizează astfel : 
ph tb LEER LET) et = 
u= p2/4at 
20 P 
-κ------ «8 et de - αἱ = 
πο M cx , 
y «--ρ}}4αἱ 
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JosQ d e 6t 636 ARV. a 
= Sik e fiel xu): ct 


DT PEE SCC 4at 
San | Tes Z ΜΙ (Ψ. — ct) 
Q "P *. 6 6! 9? Ts 
| 95 ^ dat 
xx 'n& "on ie ) 


Pentru calculul coeficientului ο se recurge la relația e 15) potter 
căreia dp 


GT 


si se substituie &. pr rin ΚΠ 10-5 W/m?, iar 8 prin 4,0:10* J/m?-K, 
astfel încît se obţin | | 


1.1075; HUE 
e το ipie -- 
40-105  ' r 
Tinind seamă de. datele PES 2 W[m-K, M = 45,2 m, ᾧ = 1,03 K, 
c = 25-107! K/s; =p —20,2, m, a — 0,3- 107 tis 1 t = 2,155 . 
365,2 5.86400 = 68, 006628- 105 s Şi deci 
caro M p o ας 
4at 4-0,3-10-5-68,006628 -10° 
rezultá cá 
z.1,2-45,2(1,08 — 2,5- 10-12. 28-105 
g = Ei520,08 — 2,5: a 65,006628-109) „0 01 W. 


9350 ey 5i! 


1-0 i! 


3.1.3. Influenţa termică a unui lacolit pus in loc de 300000 ani 
se resimte într-un sector semisferic omogen $i izotrop cu coeticien- 
tul de difuzivitate termică de 1985-1075  m?/s, . in. conditiile' termo- 
conduceţiei radial-sferice nestationare neconservative admise la deduce- 
vea soluţiei (2.239). Sá se evalueze: productivitatea de căldură pe 
unitatea de capacitate calorică, ştiind că la distanţele de 250. m 
Şi 500 m față de centrul sursei magmatice se înregistrează creșteri 
ale temperaturii: de 38,00 K şi respectiv 20,84 K. 


Rezolvare.. Prin: aplicar ea soluţiei. (2. 239) la: același moment 1 
pentru distanţele 7, Şi f, faţă de centrul sursei magmatice, se pot scrie 


451. 


relaţiile 


5 5-272 κε ΕΝ T : Hat TERY DTA Ta... " 2lat.. 
din care se deduce formula de caleul 
i - 13 
„Pa erfe —L— 
EC ati 2 lat j 
uam - EET P ; 7 
ds -ποφύ 5; ri erfé —3— 
IVAN iS se oni 


Tinind seama că t= 300000-365,25.-86400 = 9,46728-10!? s, 
a = 1,88.1075 m?[s, r, = 250 m, 7,-:500 m, 4, = 38.00 K si 
Va = 20,84 K, se obţine: κα 


t» 


38,00 — 9,46728 101? e hd ο 21,83: 10-5:9,40:28 Το 
20.84 — 9.46798-10? c 500 le 1 


20,84 — 9,46728-10!? c oni» p MAOD pital de 7: 
| ! 21,83 10-9-9,40728 -101* 


-. D00erié0,03 > 500-0,9662 
250 erfc 0,06 250.0,9324 


Αρ: 


= 
— 


250 erfe 


5: 2,0125 


ουσ. ο μμ 6E — ΕΦΕΕ, MEN] | 
39,00 — 9,16728.10!? c.— 2,0725(20,84 — 9,46728-101? c) 

à at iJ K 

si deci e x 1-107154 


M l . 3 i Lr» 
| ο ο ον Mit: 


S 


> 


3.1.4: Un acviter omogen si izotrop cu grosime foarte mare: éste 'deli- 
mitat la partea superioară de un acoperiș impermeabil orizontal stră- 
puns printr-un put eu diametrul :de 5,5 in-piná la nivelul: suprafeţei 
de contact:cu acviferul. Putul debitează api caldă. din acvifer cu un 
debit constant de 2,653: 10—9-m?/s neintrerupt pe o durată de 1,05 ani. 
n condiţiile termoconduetiei: radial-sferíce" neconservative: admise 
la deducerea, soluţiei (2.259), să se calculeze de cite ori este:mai mare. 
Variația prin. :conveeţie: a temperaturi Ja. distanţa de 6,41 111. decit 


E2 


la distanţa dublă față de Ur iGinioconveetier dpa. putului), 
știind că acviferul are coeficientul de conductibilitate termică de 
1,209 W [m -XK, porozitatea éficaee de: 2,675 si capacitatea calorică, 
pe unitatea de volum dé-3,9-109 J/m3-X, iar apa dinamic activă 
are capacitatea calorică pe. unitatea, de volum, de 42. 105 [mš AR. 


Rezolvare. Pentru deterniinarea variaţiei prin convecție a tem- 
peraturii se foloseşte solutia-(2.259) preluată: sub forma 
Ὁ DRE 2 bpa ο : 
. ; τ). m | --- 
(ry at Eso mt Vi 
$ i "uw "Ze 12 1 
| ; id esed "Quy" iiis 
Aplieind această soluție la acelaşi móment ipentru distanţele p sir 2 
față de centrul termoconvectiei, se obţin relațiile ; ags 


Y 


Pu 


a l e-^ i 
$1 — a= Y(t, Τι) p Lus —— E er 
: să AT J ( e) 3 
"= 1/44 1 
Și | 
| | QE gc 
Vo ο r1: QU A7 2 ls. e Ram m | ^ d 
---/η» n ν s 
ATAT O. aij (2u) 3 
5 «—r5]4at 
din care se deduce formula de calcul 
+ co Tw 
" Qm 

3n j 7 . 3 a VEU EIE | 

$, — οἱ -. “arja id a 

-ὦ. — 0]: -+00 

Yə ct o e-" 

fx de 
bes an. ectypo 
! ο, » 


Ordinul v se evaluează prin intermediul ‘relației. (2. 241) bou sub 
forma, ) ap | 


v——fu 
ρα. ᾿ 


în care coeficienţii «a si b sînt daţi, potrivit cu (1.13) si (1.14), prin 
expresiile l | ἡ μ ELE i 


μήνας X i 4 grad * — mou? 
ντο μες Ες αμα Betta 
UG VT: BEN Gai 


iar produsul ru, = const. este reprezentat prin egalităţile 


2nr? MU, (πρ), 
ri ET ERI dci bu const. 
2TMF 2 mr, 


„rezultate din expresia debitului volumie de apă 27r? mu, eorespunzá- 
tor filtratiei cu viteza aparentă mu, prin secţiunea vie 2z»? la dis- 
tanta r față de centrul termoconvectiei in aeviferul de porozitate 
eficace m. Dacă se tine seamă de datele problemei potrivit cărora. 
* = 1,209 W /m:K = const. şi deci grad Z = 0, 3 = 3,9105 J/m?.K, 


σ 
σ = 4,2 -10° J[m?- Κ. m = 0,026, r, =5,5 -0,0254/2 = 0,06985 m, iar 
(27T? mu,),., = —2,653 : 1076 m?/s, atunci se găseşte οὔ. 
= 12205. — 0,81 04 ni*Js, 
απο | 
49.109 
)-. ο Ακ | 5, — 0,028, 
3,9-105 - 
E: 53-1 i-e TAM 2 
ο ue (ae E a ος 
^ — 2z-0,026 -0,06985 | s 
TISUR SPUMA (22525-1055) 40. e 
2-0,31-10-5 | 2 


Pentru y = n — y intreg $i pozitiv, unde n =1,2 ,..., integrala, 
c 

i T 

asja L., 


se particularizează sub forma 


. +00 , r i de s 
e-* πο ο l γα. e aa "-l . αν qmm 
; Sa dati τε cr -zi[- Josse zem EO. 
d n! A n Adi πο -ipur 
u —r*j4at i Aat Aat 
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astfel incit formula : de calcul devine : 


A saaliin 
Pe, fe E. pa. κ e da πο ar, Ani ' 
"TE πι — ies 3 δι (m ry 
αν KM LCS sat]. 
ᾧ ἈΠ ct τὰ 


Întrucît pi Mb a —:0,831- 10- Xd oes 71 
, = 95119545 - 108: 2 r =6,41 m, Ta = 2: 6,41 


abi BERE 6,413 — 
dat ^ 4 0,31. 10-6.33,13548+105 


— 105: 365 ,25* 86400 = 
212 ον πι. ^ 


4αἱ  4-0,31-10-5.88,13548-105- ." 


urmează că 


— Ei( —1] - 


pi ΕΝ ΞΕ 
Ρ δα ἃ "mcam a ii 


0 
0,2194 — 1214672,2 


MAL. Ko το pus dca M vea 0:: 
0,003719 — 0,01513633 


32. GAMA PROCESELOR DE NATURĂ DISPERSIONALĂ 


Procesele de natură dispersională se roblizedzá prin difuzie Înole- 
culară cu tortuozitate si prin dispersie mecanică convectivă, determi- 
nind imprástierea diferiților componenți ai fluidelor $i solidelor din 
crusta terestră. Dintre aceste procese se evidențiază migrarea $i 
diseminarea substanţelor minerale prin intermediul soluţiilor şi topi- 
turilor, mineralizarea apelor subter ane şi propagarea poluării în rocile 
acvifere. 
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. Desfăşurarea proceselor de natură .dispersională poate fi: rectili- 
nie, radial-planá sau radial-sferică in funcție de condiţiile geologice 
sau hidrogeologice loeale (Klinkenberg, 11951 ; Lapidus si "Amund- 
son, 1952 ; Crank, 1956 ; Beran, 1957 ; Bear si Todd, 1960; De Josse- 
lin de Jong αἱ Bossen, 1961 ; ‘Ogata si Banks, 1961 ; Bondarev si 
Nikolaevskij, 1962 ; Liw, 1972 ; Csanady, 1973; Zillioxet &l>1918 ; 
Albu, 1982). ᾿ E i 


9.2.1. Un Strat acvifer practic. semiintinit şi omogen are continu- 
tul în săruri uniform distribuit cu valoarea; de 30 SH. = 30 kg/m? 
pe domeniul cuprins între două frontiere rectilinii si paralele conside- 
rate respectiv la ο = 0 si 2—4- co. La un moment dat presupus ini- 
tial, conţinutul in. săruri devine neglijabil pe ambele frontiere, dar 
stratul acviter incepe să se.indulceascá fără convecţie. şi numai prin 
frontiera de la 2 = 0. Știind că stratul acvifer are coeficientul de difu- 
Ziar vie dispersionali (eoefieientul de dispersie hidrodinamicá) de 

2,9-107? m?/s, să se evalueze timpul necesar ea la distanța, æ = 10m 
să se înregistreze o scădere de 10% a continutului in sáruri. 


Rezolvare. Se recurge. la . soluţia 2. 20) particularizată pentru 
J(5) = fo = const. după cum urmează: 


. +00 


în κια —2)2 _ ΥΣ) | 
| = i dat πος 4at OMS 
y(t, 2) = e. e d E = 
UR RIPE. SE. art 
. δ]. SES μας CES πια E 
=i a |. e d| — = | --- e dl — 
yz 2l'at : “oa 
xa. — 5 ajya : 
0 ο i.d. 
"xA «-5* " 3 
ο afi) ot ο α(Ξτᾶ]. 
Vz TE 2lat. A J 2} αἱ N 
+00 j AGI bd itia | 
EM dc A n (x-6) 2 £ 
κ e EAA ŢI rad ec t arda a P Cle 
e στ] σος e d — 
2Yat 2 b yz " "9Yat 
ape an B dei ei, 


EST! : ( μας 
7 Ez: 


PIT) 


=al ma) 
1 --- ert —— ο ο τοι eie 
Ὃν ^ ys "ii fe ; Na 
— QUE ero -—— 2 
E "T sni 
3 Ῥ A μα, v 77 
Preluind această soluţie sub forma E — —1— Da Sau 
μή 0 aya 
diny 
CVO i a m rari i și utilizînd datele z—10 m, «-—2,3-10-? 115 5 
a 2 ds 
Și (fo —,v)/fo — 1095, -se obţine ecuaţia 
10 | ! 
τπτπΞ-Ξ----------- (yf... 
Uam GEO e ale 


Din POEMI 2 „L se găseşte că valorii de. 0. 10 a, complementarei funcţiei 
„erorilor îi corespunde valoare ea de 1 1081 a argumentului său, EA 


10 


YN 3]2.,3-10-91. 
κ | | 
și deci -` | 
i pied dl: (ez = 8034,8552.109 5 x 254,61. ani. | 
WOECEUSR WT cS 


3.2.2. Un filon de cuarţ cu blendă si galenă este delimitat printr-o 
suprafaţă practic plană faţă de salbanda sa extinsă într-o gresie cu 
blendă si galenă de aceeaşi generati ie. 1n domeniul salbandei coeficien- 
tul de difuzivitate dispersională are valoarea de 1:10-1: m?/s, iar 
conţinutul in plumb $i zinc E de 5,00%; pe supr afata plană care 
delimitează filonul si de. 0,55% la distanta. de 5 m faţă de această, 
suprafață. Să se estimeze dur ata generaţiei de mineralizar e, presupu- 
nind că in tot cursul procesului continutul in plumb si zinc este men- 
ținut constant pe suprafaţa plană care delimitează filonul. 


Jiezoloare. Se recurge la soluţia Q. 30) preluată sub forma 


P 


erfe -------- = 
2 nsn ο, Yo 
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care se aplică utilizind datele v = 5 m, a = 1-10-1: m*/s, d = 0,0055 
$i Yə = 0,0500. Prin intermediul acestor dáte se găseşte cá 


Saan. ţi 4200055) 


erfe ———————— ————— 0,1100 
2/1-10—*1....0,0500- 
sau, potrivit tabelului 2.1, 
^ m c 

| | 2/1-10-91 
şi deci 

ΚΡ dle M 2 ^ un 

ὖ = ere (a sia paz 4,894666-1012 s κ 155102,6 ani. 

i ο στ, ji | f 


3.2.3. Un aevifer initial nepoluat este mărginit lateral de cursul 
reetiliniu al unui riu care devine poluat constant cu densitatea de: 
5,0000 kg/m? de la momentul i = 0. După 4 ani de echilibru hidro- 
dinamic între riu si acvifer,. într-un put; de observaţie situat la 
2,0m de malul rîului este înregistrată o valoare a conţinutului 
în poluant de 0,0235 kg/m3. Să se calculeze (1) coeficientul de difu- 
zivitate dispersională, (2) distanţa faţă de malul rîului la care conti- 
nutul in poluant are valoarea de 0,0010 kg/m? dupá 4 ani de la 
începerea poluării acviferului si (3) timpul necesar pentru ca la această 
distanţă conţinutul în poluant. să atingă valoarea de 0,0235 kg/m?, 
„în condiţiile de menţinere a poluării constante a rîului si a echilibru- 
lui hidrodinamie între riu-si acvifer. - - "an iens 
Rezolvare. (1) Prin intermediul soluţiei (2.30) reluate sub 
forma 


eno -Ξ qut Ὁ 
Va: Vo | 
se obţine, pentru. complementara, funcției erorilor valoarea 
LUMINE MT OCDE 


erfe.- = 0,0047 


2//a-4.31557600. 5,0000 
căreia, îi corespunde un argument cu valoarea 
| | 90 


de unde se găseşte că a — 1,98-10-9 m?/s. . 


= 2,00, 


(2) Reeurgind la aceeași soluţie (2.30). aplicată sub forma 


erfe bafta DFe bn ias d Zr OD = 0,0002; 
ο νο 2y1,98-10-9.4.31557600 . 5,0000. | 
80 deduce că ΡΜ Ty S u cur sol — 2,60 
τ ΠΗ͂ i 2]/1,98-10-9.4-31557600 
şi deci æ = 2,6m. | 
(3) Din aeeeasi soluţie (2.30) reluată sub us 
erfe A E = 0,0235. = 0,0047, 
2//1,98-10-*:-— 5,0000. 
rezultá că 2,6 - — 9,00 


2 1/1,98-10-*t 
și £ = 213 383 838 s0,76 ahi.. 


3.2.4. În vecinătatea unui centru de mineralizare în sectorul practic 
semisferie al unui corp andezitic omogen şi izotrop este diseminată 


caleopirită, astfel încît conţinutul! în cupru are valori de 0,7 


11% 


şi de 0,002% la distanţele de 150 m si respectiv de 300 m faţă de: 
centrul de mineralizare. Să se aprecieze durata de mineralizare cu 
.caleopiriti, în condiţiile conduetiei conservative cu flux constant şi 


cu coeficient de difuzivitate dispersională de 2-1070. m?/s.. 


Rezolvare! Prin aplicarea soluţiei (2.218) la acelaşi moment { 
pentru distanțele 7, si ra față de centrul de mineralizar e, se! obţin 


formulele . 
A— ! 9 pas ELI Y Ui | ^ 
E24). zu Bic = 
i ^ 2nAT 2 Vat 
51 
r 
Ya = Mtr) = — L erte 2 
2n*r. 2 lat 
din eare 8e deduce că 
απ κ Ape A OSU ye 
Oh p 32 lat , 
ο ος 
9 Va 
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Tinind sea de datele: problemei potrivit: cărora, 5, == Di: săi 
ντε αἴ 
TE 2 E F 21: 
LIAC Vat id αὶ 4 ES 


$iintroducind.notatia — 


E. JEUNE: 

Sardis : | 
Ban A 0 κμάν 
SP i "Aien uay 0E. Di πε Pay Tio ἐν ἅτε 
se găseşte formula de caleul m 
Și DU he erfo-E— wr 
Tab. erfe (2£) 


sau 


ο. ο. ος ξ . 
lg HL go S ud 
fols erfe (22) 


RIDE 


900 020 040.: 060 Q80 = 100 120: 140 8 
1 Fig. 2. Reprezentarea grafică a funcţiei corespunzătoare formulei de calcul 
dé la-aplicatia 3.2.4. . 


360 


Dacă se dau argumentului. 2. valorile 10,00 ; 0,20 ;.0,40.5:0,60 ; 0,80; 
1,005 1,20... .$i.se  caleulează pentru.. funcția. lg(r,b,/raba); — ΚΣ). 
valorile corespunzătoare 0,000 ; 0,134; 0,946 ; 0,645» 1,037; 1,5255. 
2,108...,. atunci poate. fi reprezentată această. funcţie ca în figura 2. 

Pentru r, — 150. m, ry =.300 m, 4, — 0,001711, ὁ, = 0,00002 si deci. 
pentru. le(rjb/rqb,). = le -(150.0,00771/300-0,00002). —.1g 192,75 = 

= 2,285 rezultă ecuaţia T oe 


erfe £ {ας tea M i Y, y 
l E = 2,285- cu soluţia ἕ = —C-L— — 1,95 
erfe (2£) Va Dai 
5 ; | - 1 3 n 
din care se deduce că [——————. 
1a(1,25)* . 


Substituind r, prin 150 m si a prin 2 «10-10 m?/[s, se obţine: , 


1502. suf Made oos 
i = i. = 1,8-1013 s a 570385,6 ani. - 
. 42-10-19. (1,25)2 | 


3.3. GAMA PROCESELOR DE NATURĂ ELECTRICĂ 


Procesele de natură electrică se desfăşoară spontan în cadrul: 
anomaliilor de polarizatie naturală din veeinütátile corpurilor de 
minereuri cu. conductibilitate. electronică si continuitate electrică, 
între părţile lor inferioare aflate în contact cu ape subterane şi părţile 
lor superioare situate în zonele de oxidare activă de la suprafața. 
liberă a apelor subterane. Acestor anomalii le corespund elemente 
galvanice naturale caracterizate prin cireuite electronice în corpurile 
de minereuri completate cu circuite electrolitice în rocile aevifere 
înconjurătoare în care apele mineralizate: constituie soluţii încărcate 
electropozitiv la părţile inferioare. ale corpurilor de minereuri si 
electronegativ la pártile-lor superioare, L -. 
Uneori, desfășurarea proceselor de natură electrică se prezintă, 
local ca rectilinie, radial-plană sau chiar. radial-sterică, astfel ineit | 
Pot îi aplicate soluţiile analitice deduse în capitolul 2 prin care se lár- 
geşte baza de interpretare a datelor obţinute prin motodele electrice. 
de investigare. geofizică ;(Volarovici: şi Bondarenko, 1960 ; Dahnov, 
1962; Keller si „Frisehbenecht, 1966 ; Van Nostrand si Kenneth, 1966 ;. 
Van Dam, 1967 ; Stefíneseu, 1970 ; ONegut, 1972 ; Georgescu, 1982) 


li—c. 891 


GL 


3.3.1. În vecinătatea unui corp stratiform: de şisturi 'grafitoase ' se 
evidenţiază o electrocondueţie: conservativă destăşurată, perpendieu- 
lar pe un plan de: polarizatie naturală pe care potenţialul electrice se 
„menţine eu valoarea; constantă de +0,151 V. Știind că valoarea poten- 
*ialului electric este de +0,012 V la distanța de 94:8 m faţă de pla- 
nul de polarizaţie naturali, sí se caleuleze: valoarea sa la distanța, 
de 10,0 m faţă de acelaşi plan. 


POE Se aplică soluţia (2.30) la acelaşi moment t pentru 
distanţele a, si ο) faţă de planul;de polarizatie naturală, astfel încît: 
se obţin relațiile 


2 dus 


ai == Y(t, 4g) = = Vp erfe — — 


: a s : ' 


Tinind seamă de datele 4 —24,8 m, Ja + 0,012 V si 9, = A^ 0,151 VA 
din prima relație se deduce că 


3512255 AsLEARUSGT? 50 ,0795 
2 l'at + 0,151- 

εἰ deci, potrivit tabelului 

9 δ 

- SR : = 1521. sau ο] αἱ -- = 248 —:20,0 m. 

{Vat 1,24 . 
Din a doua relatie în care 2; xz 0 0 m, 2 αἱ = =. 20,0. m Şi Uy = 

=+0, LESE rezultá. cá. 
Vo 0,151. erte 2020. = + 0,151 erfe 0,5.— 
E i 


fa + 0,151-0,477 = 0,072 V. 


3.3.2. În cazul unei. electroconducții conservative reetilinii dinspre 
un plan de ο naturală pe eare este menţinut un potential 
electric constant Wa, între două puncte situate la distanţele αι si 
vu rinita faţă de. acest plan. se: înregistrează diferenţa de potential 
OQ m dai Presupunind. că domeniul electroconduetiei: 'este omogen şi 
semiinfinit, să se determine valoarea maximă pe care o poate atinge 
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această diferenţă de potential raportată la potenţialul electrice cons- 


tant de pe planul, de polarizaţie naturală. t Pet: 

. Aegolvare, La acelaşi moment t; pentru distanţele οι si: à4.— 20, 
față: de planul de polarizatie: naturală, soluţia (2.30). se aplică prin 
relațiile, l ο RG 


pk dj l : des 
1 - -— - > WI. 
Yr = Y(t, à) = Yo erfc EU 
si l 
és ἘΠῊΝ NT 2 9 1 | 1d 224 
a = Y(t, 22) = Yt, 241) = V ΠΟ ER 
: Ud Al«a 
din care se deduce că 
! Dad : 
d, —: l æ i 2 
τα 59 e. erfc ------- — erfe ——L. 
UM 2 at 2 Yat 


Potrivit ultimei formule in care; se evidenţiază argumentul 
2 Vat 


problema constă în a determina valoarea maximă a funcției 


rer 


B: ἀπὲ di -- 
| Mi —Vau, 
| CEN ; 
| Vo » 
reprezentate grafic in figura 3. Pentru ἔ = 0,45 se găseşte această 
valoare maximă de 0,3227 sau 32,27%.: 


= erte £ — erfe (2) 


10. 17 14 € 


00 02 Da, 06... 08 
048 
Fig. 3. Reprezentarea grafică a funcţiei corespunzătoare formulei 
de calcul de la aplicaţia 3.3.2. 


163 


Tegn 


constantă i in: domeniul semiinfinit x unui: 'acvifer stratitorm omogen 
şi izotrop cu coeficientul de! conductibilitate electrică Ζ/η--- 

= 0,01 Q^! m-1şi eu grosimea M de 10 m. Cunoscînd că pe intervalul 
cuprins între 20 m si 30 m faţă de axa de polarizatie naturală se inre- 
gistreazá ο diferenţă de. potenţial electric de 0,130 V, să se determine 
intensitatea curentului electrie in domeniul acviferului. 

Rezolvare. Întrucit durata 1 de polarizatie naturali este mare 
gi deci argumentul p°/tat al funcției. (2.133) este mic, urmează că se 
poate utiliza solutia eu expresia (2 .134) preluatá pentru un domeniu. 
semicilindrie sub forma 


PO iaa L2 XM 
Y(t, p) = m In S ^ 

9π-.}4 a 
Dacă se aplică această soluţie la un același moment { pentru distan- 


tele p, şi p, faţă de axa de polarizatie: naturali, atunci se obtin re- 
latiile 


j 2.95 at 
φ, -- Vii pi) mp Ine e 
| zz M - pi 
si 
Dc ' A) 9.95 αἱ 
HERU 2S nk fs Inc 
A IN 2xx M 92 


din a căror diferenţă rezultă formula de calcul 


sau | 
us hi 2π(΄/η) MY, — va), i 
η In( p3/ pï) 


Ὅν Da de datele Ζ/η--0,01 Q-1 m-a, M —10 m, ΓΡ Y, =0,130 V, 
"pp =20'm şi Pa = 30 m, se găseşte că | 


€ 9a. 1. . 1 
Q9. 1:128:0,01:10: 030: doo: 
» In(30:/20?). 
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3.3.4 1. În cadrul anomalii él polarizati ie. ELA asociate unui corp 
izometrie de piritá, este identificat un sector semisferie practic: omor 
gen: si izotrop cu coeficientul de conductibilitate electrică. /4 de 
0 0010-1 m-t, in care se desfásoari radial-sferie o electroconductie 
conservativi: cu puterea Q presupusă constantă: Să se estimeze această, 
putere:si intensitatea curentului electrié în sectorul semisferie, ştiind 
cá. potenţialul electric are valori de 40,200 V si 4-0, 030 V la distan- 
tele de 50 misi respeetiv.70 m fată de centrul de polar izàtie naturală. 


7 Rezolvare. Admiţind cá sint satisfăcute condițiile, pentru aplica- 
rea soluţiei (2.218) preluate prin funcția 


h — ti s P M erfo πας 

2n(*/1) | αἱ 

cu argumentul 
| 


2Va γαι 


și logaritmind, se obţin formulele de calcul 


pi, le Di : 
2π(Χ/η)᾽ ză (e à Za ja] 


Astfel; se evidenţiază pentru Q» = const., « = const: si t fix transla- 
ţia. fără rotaţie a | curbei reprezentative corespunzătoare funcţiei 
lg(rb) = füer) 


fati de curba teoretică corespunzătoare funcţiei 


(ear) ones) 


ale cărei valori uzuale pot fi caleulate imediat pe baza tabelului 2.1, 
după cum urmează: pentru ler Kl at) )] = 1g 0,01; lg 0, 02; Ig 0,05 ; 
lg 0,10; 190,20 ; 10,50; lg 1,00; 102,00... = τας „000 ; — 1,699; 
--ᾱ 301: A 000 ; - 0, 699 ; — 0 301; 0 „000 ; + 0 X „se găseşte 
respectiv că μας ir (2Vat)] = Hv 0, 9887; lg 0,9774; diig 0,9436 ; 
g 0,8875 ; 1g 0,7773; i 0,4795 ; le 0,1; 513; dg 0 0047 . " NEM : 
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— 0,010; 0,025; '— 0,052; '— 0,109; 50,319; — 0,803; 
— 2,828.... Prin urmare, dacă se trasează curba teoretică într-un 
sistem de coordonate in care sint înscrise pe abscisă valorile lg[7 2 αὐ] 
şi, pe ordonată valorile. lg ferfe[r/(2|/ at) | iar „punctele. -curbei 
reprezentative, într-un același: sistem de coordonate in-care sint 
înscrise pe abscisá valorile;lgr si pe ordonată valorile: ]σ(γῳ) date res- 
pectiv. prin lg 50 = --1,699 si lg 70 = +1,845 corespunzătoare cu 
lg (50:0,200) =.+ 1,000 si. le (70.0,080) = --.0;148, atunci se pot 
suprapune şi elisa punctele curbei reprezentative pe curba, teoretică, 
mentinind axele de coordonate paralele, pină la suprapunerea optimă 
a acestora. Pentru oricare punct de pe intervalul de suprapunere 
optimă, coordonatele OO | ^. . 


T In: "Codi 
le -------------- φ΄ le erfe ———— 
5 oa. e( : ΠΤ) : 
lg Jen) | 


constituie un set de patru valori utilizabile pentru calculul parametri- 
lor l $. 4 RN. sari : πας. 


]ο---------- = Ισ) — Ie | erfe — 
icr g(ry) 8 2 ai 
le (2Vat) = ler FR Popi Bu | 


De exemplu, potrivit figurii 4, pentru punctul ales: cu coordonatele 


] γ᾽ aM ys yc T 
lg—-—— = — 0,108;  lg[erfc —— | = —0,553 
le —C Bs Jg(rj) = 40,884... 
se obţine: A 
MM ILL et oaie At 0,553) = + 1,437 
2z(%/n) | tox ids | 
Igat), = + 1,718 — (—0,108) =. + 1,886, 
adici m IO τί -- 21,353 Vm 


ETC 
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și -. ϑ}αἱ = 16,913 m. 


Fiind dat coeficientul de conductibilitate electrică z / RAM 001 ορ τι 
se deduce că intensitatea cur entului electrice 


Fig. go. Curba teoretică egy si punctele, curbei re prezentative (b) pentr u interprelarea date- 
lor” din: aplicaţia deed 


are valoarea 


6 ὁπ." 838.0,001.50,1Τ9 A, 


í 


unde potențialul electrice η = v(t, τ) = 7(0, ϱ) -- Y(t, r) este supus . 
condiției inițiale (0, r) = 0. Întrucit intensitatea curentului: elec- 


trie- Qla este estimată pentru lgr = + 1,778 si lg(ry) = Ισ η) = 
= --0,884, „adică pentru r = 60m şi ry = 7 05 Vm sau η —0,1275 V, 
urmează că “puterea ( are valoarea | 


Q = 2 "η = 0,112-0,12175 = 0,02193 W. 
š N 3 
167 


3.4. GAMA PROCESELOR DE NATURĂ MECANICĂ 


Procesele de natură mecanică se desfăşoară ca urmare a solicitări- 
lor reomecanice sau stereomecanice la care sint supuse magmele si 
 fluidele sau respectiv plăcile: și blocurile tectonice constituente ale 
crustei terestre. iiy £ . $17 

Desfăşurarea proceselor de natură mecanică poate fi rectilinie, 
radial-plană sau ralial-sferică în cazul solicitărilor reomecanice (Bous- 
sinesq, 1904; Theis, 1935; Muskat, 1946; Jacob, 1950; Polubari- 
nova-Kocina, 1952; Chatas, 1953; Carman, 1956; Pirson, 1958; 
Landrum at al., 1959 ; Gilman, 1960 ; Thomas, 1961 ; Boulton, 1963 ; 
Carter et al.,.1963 ; Hantush, 1964; Mandel, 1964 ; De Wiest, 1965 ; 
BEilerts et al.,.1965 ; Gogarty, 1967; Blackwood, 1979; Albu, 1981) 
$i rectilinie sau radial-planá în cazul solicitărilor stereomecanice 
(Benioff, 1951; Richter, 1958; Irwin, 1960; Hast, 1969; Smith şi 
Toksoz, 1972 ; Tada et al., 1973 ; Booker, 1975 ; Stacey, 1977; Bro- 
. berg, 1979; Yamashita, 1979; Bikovtev si Cerepanov, 1980; Rice, 
1980).. | πμ Φα m HAFA 
3.4.1. După activarea practic instantanee a unui plan vertical de 
faliere, se menține de-a lungul lui o solicitare stereomecanică cons- 
tantá. Ca urmare a acestei solicitări, în compartimentul învecinat 
presupus omogen și izotrop cu coeficientul de difuzivitate de 50 m?/s 
se Înregistrează creşterea energiei pe unitatea de greutate a rocilor. 
Să se calculeze timpul necesar pentru: ca la distanțele de 16 km si 
40-km faţă de planul de faliere să fie înregistrată o crestere a energiei 
pe unitatea de greutate a rocilor egală cu jumătate din cea menţi- 
nută pe planul de faliere. μα | 


Rezolvare. Se foloseşte soluţia (2.30) preluată sub forma 


^ aq b. 

νέος «ας κα 

à 9 lat bo 

in. care se substituie 9/5, prin 1/2, astfel încit, potrivit: tabelului 2.1, 
se deduce: că : 


X à t. a qt. 
Eg — za 0,411 Sau ig ΞΞ Ὃν ρος, e SE ara ή 
2 lat. 4a(0,477)*. 09la 
Aplicînd această ultimă relaţie pentru v = αι și 2 = £a, se obţine 
d ΠΝ... 9. 
αμ i 43 
în τι μή Ἡ d ee 
0,91a. i 0,91 « 


168 


Întrucît a — 50 m?/s, a, — 16000 m si x, = 40000 m, urmează că 
à d [ 1 ir "5 i 11 Ea P 


& ANE 5626273,6 $2:0,1783 ani. 
0,91-50 


ες, 38181 8315 ITI am. 
0,91:50 9 —— — -ο) | | 


ιο 


3.4.2. O muchie verticală a unui. bloc tectonic activ. vine practic 
instantaneu în contact cu o față laterală plană si verticală a unui bloc 
tectonic pasiv. Prin acest contact rectiliniu si vertical, blocul: tectonic 
initial pasiv .este supus unei solicitări stereomecanice cu intensitate 
presupusă constantă care se propagă semicilindrice în: interiorul: său. 
Considerind blocul initial pasiv cu un coeficient; de difuzivitate stereo- 
mecanică constant. de, 71,3-.m2/5, să se evalueze variaţia: relativă, a. 
creşterii energiei pe unitatea de greutate a rocilor în curs de un an 
pe intervalul de la 0,3. km la 3,0: km faţă de axa de contact între 
cele două “blocuri tectonice. | | 

Rezolvare.: Prin intermediul solutiei- (2.132) preluate pentru un 


domeniu semicilindrice sub; forma - 


Q [ ( is Bă J 
Sya ρα IP ey lat Ru 
MAS J 2a MN ia) 


Și aplicate la acelaşi momentt pentru distanţele p, si pa fati de axa, 
de contact între blocurile teetonice, se găsese relaţiile 


a = Vu ps — E — | -s(- ο jl 


2xx M dat 
Și | 
! " 2 [ E é] 
VANTA a ae D Bibl 
ο Vl pa) --. 223 M | i Aat ) 


din care se deduce formula de calcul 
a "rm aa jp potest dat. J 


D * i r X ; uh FX ) 
svo ἈΠῚ A aa] 
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| Substituind i în această formulă T prin 300. m, Po prin 3000 m, a pr in- 
11,9 m?/s, iar t ον 365,25-86 400 = 3l. 951 600 ss utilizind valo- 
rile din tabelul 2.2, rezultă că 


-»(- . . 93000? . ) 
Us — Y 4-11,3-3155' 600 
SEIERTCGHUTMMZAXIORTGIXOKFTECEETID—M fl = 
du ΠΝ μονο τὰ | 
iy | . 4-11,3-31 557 600 
Ὃ ο Tg —1 = TE HN 3315 i 4:9 0,421: — — 42,195. 
— Ei(— 0,00001) „10,9357 în 


E 43. Un strat: aevifer pap presiune: omogen. şi: orizontal cu: mare 

extindere $i cu grosime constantă prezintă două! direcţii: principale 
de anizo otzopie după care: transmisivitatea hidraulică are valorile de 
144:m?[zi:si 100 m?/zi. Acest strat acviter cu acoperișul si euleusul 
presupuse impermeabile este deschis perfect printr-un puț pompat 
neintrerupt cu debitul constant de 317,9::m3/zi. După 2 zile de la 
începerea pompării, într-un piezometru. Situat pe. prima. bisectoare 
dintre cele două direcţii principale de'anizotropie la 40 m- faţă, de 
put se înregistrează o denivelare de 1 „82 m. să se ο. coefieien- 
tul de inmagazinare al stratului acvifer. . 


Rezolvare: Se recurge la soluţia, (2: 136) preluată ab forma 


Ier bee ra 
{ -h An(£ M) NO Je 
--Ε | ———— Hh ep ile ος e g ma A 
NET “Q audi why $ 

; ΤΕ 


în care transmisivitatea hidr: ulică ΘΙ (Z M] η5), se determină 


prin μάς : Sita 43. pr 
PES | iu ) M ER | wi | 
b = EL NES , ; -9 
Πο Aetio Sn nrc memi 
unde: 6 = Ἐ reprezintă densitatea de energie hidraulică în stratul 
acvifer, Q [nč exprimă debitul volumie de` apă pompatá din put, 
ie A[19 si M sint respectiv coeficientul de conductibilitate hidraulică 


(coeficientul de filtratie) şi grosimea stratului acvifer. Intrucit 
w= --1 „82 m, Qne —— 311, 9 m?[z,  (xJM[an9), = 144 πι" 11, 


(Mina) = 100 m?jzi si du 


ZA — 
ral E ju 100 = oniga 
16 


; 0. ——— a: "ny ^ κα. S9 E 
urmeazi că — Ei ( nit | = 47:120:(—1,82) = 8,6332. 
dast — 317,9 


Potrivit tabelului 2 9.9 2.3. acestei, valori a RRA exponentjale integrale 
Îi cor espunde, valoar ea. de 1.10-1a a gumentului său, adică 


Γ ΠΡ 
2-52 


i68 alo; 
EY "nt 


Dacă se substituie. c o prin 40m şi î prin.2 2. zile, atunci se găseşte pentru 
coeficientul. de E arate d A hidraulică valoarea; . 


| (52) 
Te OMM Ὢσ Je 


se poate determina -şi coeficientul de înmagazinare 


| ( aN 
eod 


η Wider 


considerind că transmisivitatea (XM Më) variază elipsoidal conform 
ceuației 
. z~ | eos*o 
Vi, 


Ἐπ), BU Yy 


Deoarece (ž M[48), = 144 m?[zi, (2 Ἠ/ηδ), = 100 m?[zi, 9 = (z[2)/2— 
= x[4 si deci sin ọ = cos o = | 2/2, se deduce că ( 31 
= 116,15925. πιϑ/21; şi, ii aM no 


Ix), = 


I 15925 - | 
Eea EER αρ 


34.4. Un sistem acvifer subteran sub presiune reprezentat prin 
două strate acvifere si un strat intermediar semipermeabil orizon- 
tale omogene si izotrope cu dezvoltare! uniformi si extindere areali 
regională se probează printr-un puț perfect prin care este deschis si 
pompat cu: debitul constant {ο 521 m?/zi numai un strat acvifer, 
în timp ce al doilea strat aevifer isi menţine sarcina piezometrică 
 invariabilá si egală cu sarcina piezometrică iniţială a sistemului acvi- 
fer in ansamblu. După 6 zile de la începerea pompării, într-un piezo- 
metru situat la 00 m faţă de put se înregistrează o denivelare de 
1,26 m la nivelul stratului aevifer pompat. În condiţiile hidroconduc- - 
tiei (curgerii) radial-plane neconservative admise la deducerea solu- 
tiei (2.174), să se evalueze factorul de neconservativitate (factorul 
de drenanţă), ştiind că stratul acvifer pompat are transmisivitatea 
hidraulică de.205 :m2/zi şi: coeficientul de idifuzivitate hidraulică: de 
si ta bd reap cda Να. pap a dia 


Rezolvare. Se utilizează soluţia (2.174) transcrisá sub forma 


M XM 
iE nx 21d d 
e(x = RAR MO a Capp. 
s ο 8 Q 
| 2 


în care X M[6 și 0/15 reprezintă respectiv transmisivitatea hidrau- 
lică a stratului aevifer pompat; şi. debitul volumie de apă extrasă 
din puț, Veste denivelarea în momentul tal pompării la distanţa o 
Età de put, B reprezintă factorul de drenantá, (X, 9/63) este funcţia 
"t valorile înscrise in tabelul 2.3 si cu variabilă X = 4at[g?, unde a 
reprezintă coeficientul de difuzivitate hidraulică al stratului acvifer 
pompat. Tinind seamă de datele problemei potriviti cărora Z M/p5 = 
= 205 m*/zi, ᾧ = —1,26 m şi ϱ/η5 = —521 m?[zi, se obţine : 


E (x, A NIE SCELTA OT LAS = 623.» 
in bere fila VAL Ea amm îţi ον 


ntrueit e= 1,5. «105 m?/zi; t = 6 zile şi. e Xm 60 m, urmeazá cá varia: 
bia. X = Aat] g*. are: raloarea 


να 4.155:105.6 ANT aU 
ri bestie ela madii n ο ος 
ας incit. din tabelul Saa se „găseşte că 
Pe DER EM "si deci 3 = „100; -60 — 1200 m. 
OQ. . 400. Ape 
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“Nici o.parte: importantă a ὡς ersului nu este atit 
de simplă. incit să poată fi înţeleasă si controlată fără 
abstractiz: arc. Abstraetizarea constă in înlocuirea părţii 

- din univers: investigate printr-un model similar dar 
cu o structură mai simplă. Modelele sint astfel o 
necesitate centrală a demersului științific.” 

A. ROSENBLUETII si N. WIENER, in  arlicolul 
« Rolul modelelor in ştiinţă» publicat in revista Philo- 
sophy of Science", vol. XII, no. 4, din anul 1945 


„PARTEA A DOUA 


REZOLVAREA NUMERICĂ, EXPLOATABILITATEA 


12—c, 891 


„ŞI COMPUTERIZAREA ECUAŢIEI 
DE DESFĂŞURARE A PROCESELOR 


"de DENIS bool 


„da REZOLVAREA NUMERICĂ A ECUAŢIEI 
DE DESFĂŞURARE A PROCESELOR 


in acest capitol se pr ezintá câteva metodé de rezolvare numerică 
a problemei mixte pentru ecuaţia de tip parabolic 


! 
T — = a divgrad ὁ + b" grad y = sv + F(t, P) 
[6] 
nurum 29 +a, p) (t; Pje €, = (0,7] x D- (4.1) 
He Ῥ)-φ[Ῥ-. ῬεΡ. € (4.2) 
"mg αὐ ΠΠ =, P) ᾱ, Pen, ΤΊ x ôD (4.3) 


0D 


unde D c R? este mărginit, şi deschis cu frontiera OD Lipschitz 
- eontihuá. ' ^ 


Se απο că 
ae C(D), bue Ο (€r), se OD) 
ος —0,s(P) 20, (V) Pe D' | 
bu(t, P)z0 (V) P)e Cr | (4.4) 
"ae C? (0D), Be C? (0D) 
«(P).2 0, β(9) > 0, a(P) + B(P) >0, (Y)Pe ôD 
unde s-au notat cu 0%) si eu C*(0D) clasele funcţiilor continue şi 


mărginite pe închiderea D, respectiv pe frontiera ôD a domeniului D. 

“În condiţiile (4.4), se numeşte soluţie clasică a problemei mixte 
(4.1) —(4.2) —(4.3) funcția b(t, P) apartinind clasei C*(,)n Cg) 
astfel încît grad pe C*(€,) si care satisface ecuaţia (4.1) în cilindrul 
ση οι condiția inițială (4. 2) şi condiţiile pe frontieră (4.3). 


' A78 


Pentru ca să existe soluţia clasică a —— ada (4.1) —(4.2) — 
e este :necesar să. fie îndeplinite. condiţiile de- netezime 


Pe (61), ve 0%D), ee C([0, T] x 0D) (4.5) 


Și condiția de compatibilitate ^ 


Ἄς UTER Juv a A 
(ado + Bo RU κας) 
„19 


" 


Dacă în (4. 3) p= 0 ; se obtin condiţii pe frontieră de tipDir ichlet, 
iar dacă a = 0 se obţin condiții pe frontieră de tip Neumann. 

Se numeşte problemă miată bine pusă în sensul lui ενος, 
dacă . 

.— condiţiile iniţiale ale problemei sînt funcţii continue 91. 

n solutia problemei depinde continuu de datele initiale. 

Pe baza, lucrărilor lui Vladimirov (1980), Teodorescu Și grin 
(1960) se enunţă, 


TEOREMA 1.1. Soluţia clasică a problemei (4. 1)— (4.2 2). en mo 


pe frontierá de tip Dirichlet este unică si depinde continuu de Wy, v si Ῥ. 
Altfel spus, dacă T 


| In αἱ} iale μη Oa sal zur ἐοιπιαίεί Gm d 
IF — Ple «is Id. — Volle) € : o; llè ty PO Tei <a. 


atunci, soluțiile clasice corespunzătoare, W(t, P) şi às P). satisfac 
inegalitatea | | 


ΠΡ să Vez, < max (s, ει) k Pe. | 
Normele utilizate în enunţul teoremei sint luate in sensul 
Af leon — diy UP) 


JEX 


unde f e C?(M), iar r GOA) reprezintă clasa funcțiilor continue și mărg 


nite pe ας mărginită M. 

Teorema 4.1 justifică şi. ito nis suecesul demersului ce ur- 
meazá, in directia căutării: unor metode numerice de rezolvare a 
problemei mixte (4. Li (4.2)—(4. 3). Asa cum reiese si din capitolul 
2 aceste metode se impun datorită eficacitütii restrinse a metodei 
transformatei Fourier sau Laplace. Într-adevăr, succesul acestor 
metode depinde de liniaritatea ecuaţiei cu derivate parțiale, de con- 
stanţa coeficienţilor si de. echivalenta condiţiilor pe frontieră eu con- 
ditii de reflexie si periodicitate: Ori în practică, datorită complexi- 
tății desfăşurării proceselor, aceste restricţii nu sint μιά sau 
nu pot fi aproximate satisfácátor. 
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Rezultatele obţinute pînă in prezent au dovedit cá, pe de o parte, 
metodele numerice se adaptează mai bine condiţiilor foarte: generale 
impuse de procesele investigate, iar, pe de. altă parte, aproximaţiile 
ce se obţin prin aceste metode sint, datorită convergentei rapide a, 
algoritmilor folosiţi, acceptabile din Ῥαποῦ de vedere ştiinţific si 
„Superioare, in multe situaţii, celor obţinute prin metode analitice. 
τος Eficacitatea si larga utilizare a calculului numeric, in particu- 
„lar a metodelor numerice de rezolvare a problemei (4.1)—(4.2) — 
(1.3), se explică prin caracterul interdisciplinar al acestui domeniu. 
Se are aici în vedere aportul substantial adus analizei numerice de 
informatică, mai precis de utilizarea calculatorului electronic. Con- 
juneţia dintre aceste două domenii, analiză numerică si informatici, 
trebuie înţeleasă nu numai din punet de vedere structural, adică al 
metodelor si algoritmilor elaborati special pentru a fi aplicaţi pe , 
computer, dar εἰ metodologie, în sensul că metodele si algoritmii deja, 
existenţi au fost reinterpretati si optimizati pentru a` putea fi eficient 
aplicaţi pe calculatoarele electronice. | In F | 
“Cele două aspecte ale conjunetiei menţionate sint ilustrate in 
continuare prin metode și algoritmi selectaţi dintr-un vast material 
documentar. Pentru a releva aspectul metodologic al conjunetici 
în cazul problemei mixte pentru ecuaţia; de tip parabolic, se prezintă 
metoda schemelor cu diferente, iar pentru a ilustra aspectul său structu- 
Tal se prezintă . metoda elementului finit şi metoda. Monte Carlo. 

Ideea fundamentală a acestor metode constă în a cáutasolutia 
Y a problemei (4.1) —(4.2) —(4.3) într-o aproximaţie finit" dimensio- 
nali V. a spaţiului V z C*(€5)n C*(£7) (de aici si numele de problemă 
discretă dată problemei, obţinute din (4.1)—(4.2)—(4.3): printr-una 
din metodele mai sus numite). Această discretizare conduce în final 
la sisteme de:ecuaţii àlgebricé de -diverse--forme a căror tehnică de 
rezolvare este astăzi bine pusă la punct si eficient implementată pe 
calculator. | σας ο, | " 

Alegerea spaţiului V sau, altfel spus,, modul de: formare a sis- 
temului: algebric asociat, se face in funcție de informaţia a priori 
relativ la problema propusă si de calculabilitatea metodei. Se are 
în vedere, pentru primul: aspeet apartenenţa, soluţiei: la o: clasă, de 
funcții posedind o. anumită regularitate, proprietăţile operatorului 
„2 si a datelor initiale si pe frontieră, iar pentru al doilea aspect modul 
de construcție, într-o manieră. 'algoritmică, adică care. sá poată fi 
implementată pe computer, a. spaţiului Va si a bazei sale. . . 

„Aceste. două; aspecte,- precuin si proprietățile- soluţiei. discrete 
astfel obţinute. vor constitui șablonul, după care. se prezintă fiecare 
dintre, metodele numerice, mai sus.anünjate;, νο πως 
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4.1. METODA SCHEMELOR CU DIFERENȚE 


4.1.1. Noţiuni introductive 


Fie o mulțime de puncte (ἐν, a4) unde ti =. iz, x; = (kX,4X, MA) 
CU 7, X.numere reale pozitive date ṣii, &, 7, m numere. întregi oare- 
care. Această mulţime constituie o rețea carleziană, ‘punctele sale 
sint nodurile.refelei iar cantităţile = şi A sint pașii. retelei.. 


So notează cu Ra = ilte aM, Ie. €, sau t; — 01 reţeaua pe 
cilindrul Gai, 
„cu. ca. "e Fila apa; € fka ke ZinóD sau, T e tx, le ZinoD 
SAU aye jm, me Zin oD} 
rețeaua pe αν. μ[β; T] x éD 
sicu R, = Laos[any ε D; reţeaua pe domeniul D, | 
Se pot imagina rețele g generale în care paşii τ si 4 sí nu fie con- 
:stanţi ; in practică, însă, cazul prezentat mai sus este frecvent folosit. 
X. Funcțiile definite pe rețea se numesc functii discrete (reticulare) 
şi se notează. cu ga, | 
Se notează cu V spaţiul finit dimensional al funetiilor discrete 
ifi definite pe IU; + oTt. | 
Analogul normei ||:|c din spatiul Y este norma. 


dg la max ον a)! in spaţiul Va. : 

(£x) eR VOR. | 

Se observă, că cilindrul 6, fiind mărginit, reţeaua Ra, - cR 
«este finită, deci serierea de mai' sus are sens. 

Asemănător se pot induce si alte norme din V in Va. 

Fie Ve V. soluţia clasică a problemei mixte (4.1)—(4.2)—(4.3) 
și fie up. e Va, solutia problemei mixte discrete. O obstant centrală a 
acestui studiu o constituie evaluarea apropierii lui 23 de ὐ, Cuin cele 
două funcţii sint din spatii diferite, pentru a putea evalua această 
apropiere se aplică spaţiul V pe spaţiul Vije . 

"Se asociază fiecărei funcţii g e V o funcție discretă gz) e V. astfel 
incit ga = Pg (unde Pa, este un operator liniar de la V la το). 
Această corespondenţă poate fi realizată in multiple moduri, ` ale- 
„gind diferiţi operatori Pa. În cazul în care galt, Ὁ) = g(t, x) pentru 
(5, 2) e Ra E oR, operatorul P. se numeste proiecția lui g pe reţeaua 
Ra. Se mai obișnuiește uneori ca g», Să fie definită într-un nod al reţelei 
Ra ca valoarea. medie integrală a lui g intr-o vecinătate a nodului. 
| Cu această Opnattuopies evaluarea apropierii lui a, de ᾧ se face 
bou up diferența Ya. — uz, care se află in Va. Apropierea lui ua. 
de d efte caracterizată de norma |Y., — t: ah Pentru ca studiul să 
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fie consistent norma din Van trebuie să fie. compatibilă cu. norma. din Y, 
in sensul că 
lim. 19. ha. = lige, puc V. 

În paragrafele 4.1.9 si 4.1.3 As diferenței I Ao isi | se 
face din două puncte de vedere, sianume  "' 

^a) al stabilităţii metodei schemelor eu diferente, adici dacă (3)€ 
independent de = astfel încît [ψ.» — unl < © cînd t; 3 T, i 

b) al erorii de irunchiere (de: aproximație) a metodei. schemelor 
cu diferente, adică dacă || b; — 45]; 50 cînd =, 40. | 

Piná acum s-a, discutat despre diseretizarea ET SORTE 
si problemele legate de această aproximare. Un alt aspect fundamen- 
tal implieat de metoda schemelor cu diferente este legat de aproxi- . 
marea operatorului 8: V 9 V „printr-un operator eu: diferente 
$5: Va > Va, definit pentru ο funetie. q5.€ Va ca ο combinație 
liniară a valorilor funcției sad 2. pe Jj mulţime oarecare de 
noduri ale“ reţelei: * | 


“Fie deci it - ώς 
(Cugat d) p Y Aat, æ) S). 2. (5) 
rs "I tells) .. 
eu A; ((t, ζω), ) coeficienţi si HI (t, < 3) $ sablonul í in i punctul 6, 2) aparti- 
nind reţelei Rz. 
Se numeşte eroarea de aproximație a operatorului g prin operato- 
rul cu diferente L La funcția reticulară 
63, = Laga — (89): 
unde CE = Pa g iar (99)a. = Ῥο(9ρ). cu ge V. 
^A Studiul convergentei normei |le ||; către zero cind -- ση 130 este 
cunoscut în literatura de specialitate sub numele de consistenţa aproxi- 
magiei operatorului £. η, 
. Problema consistenţei aproximaţi iei operatorului τυ formează. 
αν paragrafului 1.1.4. 
Rezolvarea problemei (4.1) —(4.2) —(4. 3) s-a redus acum la rezol: 
varea unui sistem algebric liniar. Într-adevăr, eu notatiile introduse, 
problema mixtă (4. 2-6. 2)—(4. PUE A yis. prin: metoda schemelor 
eur diferente e 


$e -*:E ^ (260, T] Di απ) 
440, 2) = - sta) ze: 2,0 : (4.8) 

EJ i = = MUR +e PA dă = My ay (t, £) € 10, T] x 91, (4.9) 
| dn bn, 0 I». 


A - 


| ii | 
sau inlocuind pai ti cu operatorul eu. diferenje. finite progre- 
dt 


sive diua, = (uU — Us 7, (4.7) se. transformă intr-o schemă eu 
două nivele de tipul : 


Mc Au, ες. SF}, 1 " £) e Ra. ο. 10) 


eu A si 9 desemnind. réspeetiv operatorul de tranzitie si operatorul 
sursă. iu capitolul '6 50 va discuta: pe larg despre structura acestor 
operatori. | 
Problema mixtă (4. 1)—(4.2) —(4.3) cuprinde. si condiţii supli- 
mentare, initiale şi pe frontieră, care: asigură, alegere ea unei anumite 
soluţii din toate. soluţiile “posibile. Pentru a putea, formula problema 
mixtá discretă trebuie sá'se proiecteze functiile T, Vo şi Ὁ pe spaţiile 
finit dimensionate corespunzătoare Şi să se diseretizeze. operatorul 
38. Aproximafiile introduse de aceste diseretizări şi ecuaţiile cu dife- 
rene obtinute constituie subiectul paragrafului 4.1.0. — - 
Ecuația cu diferenţe împreună cu condiţiile suplimentare (ini- 
tiale‘ si pe frontieră) diseretizate care aproximează problema. mixtá 
(4.1)— (4.2) —(4. 3) se numeste schemă cu! t rai pentru e ecuaţii de 
tip parabolic.. | 
^ Se'pot acum formula probiemele conve rgentei si preciziei sche- 
mei eu: diferenţe ce formează subiectul paragrafelor 41.6. si 4.1.7. 
Ín'cazul'/in care “condiţiile (4.4) πα: sint satisfăcute decit pe 
porţiuni apar problemele interfeţelor si a punctelor de singularitate. 
Aceste poo constituie subiectul ερ Alen 4. 1 8 si 4. 1. 9 


LIRO Stabilitatea schemelor cu diierenţe 


.. Aşa cum se anticipa în paragraful precedent o problemă impor- 
tantă in teoria schemelor cu diferente este următoarea : 
. Cum se comportă eroarea introdusă de aproximarea ` soluţiei 
(ba xi) a problemei (4.1) —(4.2) —(4.3) prin soluţia EUM x) a proble- 
mei diseretà (4.10) —(4.8)— —(a. 9) atunci cînd timpul: t, crește foarte mult? 
Crește infinit de mult sau. rămâne piri de οἱ constantă dată, inde- 
_pendentă des (Qi ; 


Pentru a. răspunde la aceste întrebări se: introduc în prealabil 
„definițiile +. e ex 


^— se numeşte: schemă stabilă ο S eta “cu diféreiité: petit 
are (3) 0; şi C, constante'unitorm: mărginite pe 10 zd M indepen- 
JA dente de T Ay $ οἱ o astfel. incit oricare ar fi = A şit < sia FE 


om le C Talea 411) 


- Mu. ἴα, < C, max ΠΠ à leal 
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— ge numeşte schemă ας stabilă o schemă cu diferenţe 
. pentru. care inegalitatea; (1.11) este indeplinità i in ipotezele ver ificiri iL 
απο restricţii impuse pasilor = si A ai reţelei Ra; 
-© —^— se numeşte schemă absolut stabilă o schemă pentru care ine- 
galitatea (4.11) este îndeplinită pentru orice valori ale pasilor = SER. 

Există mai multe metode de'analiză a stabilităţii, dintre care 
cele mai importante.sint: metoda separării, variabilelor, meloda ton 
Neumann, metoda matricială, metoda energiei. Nu se intenționează 
a se discuta aici stabilitatea schemelor cu diferențe sub. aspectele- 
sale cele mai generale, οἱ se urmăreşte in principal pr 'ezentare ea acelor . 
metode caracterizate. prin simplitate . și algoritmicitate ; de. altfel 
numerosi autori au examinat diverse aspecte ale teoriei stabilităţii 
obţinînd rezultate de valoare (Lax, 1961; ; Kreiss, 1962; Isaacson. si 
Keller, 1966 ; ; Riehtmyer si Morton, 1967 ; Samarski; 1971; ` Marchouk, 
1980). 

Noţiunea de stabilitate este intim. legati de a doua, condiţie, 
cea a dependenţei continue de datele iniţiale, pentru probleme de 

argument continuu bine puse în sensul lui Hadamard. Se poate 

spune că stabilitatea implică, pentru problemele discrete, dependența, 
continuă a soluţiei in raport cu datele initiale. 

Intr- adevár, fie Usa Bi τῷ două soluţii, ale schemei, (4. 10) cu CON- 
τν iniţiale F5,1 UE: NE respectiv TA — EOS Vă L3 
v = 2d 7-9. Difererita sa = um — Mu». enu ecuatia:cu. Ht 


3 eA Λε Asti, κ πος 


Cum (4. 10) este stabilă rezultă. că; si ecuatia în c, este TUNER ȘI 
scriind inegalitatea (4.11) pentru această din urmă ecuaţie se obţine: 


likas C, pma |η|ο,, I8 llars + CAT |El 


ceea ce inseamnă οὐ dori mici. ale lui Ta, ᾧρ» Sau. vr ΛΘ 
variaţii mici. ale. lui ua. 

„În sfirsit, inegalitate: a (4. 11) poate. fi reformulatá și ca un prinei- 
piu de maxim pentru probleme discrete anume : 
-valoarea mazimă, a soluției, schemei (4. 10)— (4. 8)—(4.9) ín: inter torul 
rețelei Ro, nu poale depăși valoarea maximă a datelor. iniţiale. 

Acest principiu. are :0 valoare: practică. ‘deosebită în limitarea.. 

propagării erorilor de rotunjire ce apar în rezolvarea schemei (£.10)— 
(4.8) —(4. 9) cu calculatorul electronic. Astfel, după calculul soluţiei. 
schemei eu diferente se. verifică inegalitatea (4: 11). În cazul i in care, 
datorită erorilor. de rotunjire prea mari, această inegalitate:nu este: 
verificată, atunci valoarea eronată este corectată automat in con- 
formitate eu principiul de maxim enunț at. 
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Pentru simplificarea, calculelor. se vor lua în considerare numai 
scheme eu: diferenţe 'cu condiţii pe frontieră, nule. Această particu- 


larizare nu restringe eu nimie gerieralitatea: studiului întreprins, n 
dacă se notează cu jil = Mt 


' unde este soluţia schemei cu: diferente neomogene: (d 10)-- (4. 8)— 
(4. 9) iar w, este o funcție suficient de regulată, astfel aleasă incit 
aec! 00, = υλ Atunci, se observă, imediat că (s este solutia unei: scheme 
cu diter ente de tip (4. 10) cu termen neomogen Ῥα- Ἔριν dw „ldt —. 
— Q&Q wsi condiții pe frontieră omogene, Cu aceasta, în cele ce urmează, 
cind nu există „pericolul unei confuzii, prin. A cx, se. τα nota; soluţia, 
problemei discrete ` (4.10) —(4.8) eu conditii omogene pe frontieră. " 


Soluția formală a schemei [t 10) eu condiţii omogene: pe: fron- 
iieri este | 


ui = Aus =- Shi, = Aus -H ASAP DH ec 
A e Ay EM = τῷ Σ ACTI. 


μμ 
 Evaluind norma, soluției ta se obține.. 


Ifi 2 MAI Ioa] + d SBIS Ar Ην 


) 


Se înlocuieşte: TT hy cu valoarea maximă a lui i » in raport eu | toate 
intervalele. de timp date. Fie, deci, i 


qué all = oh qe hl 
in care caz | Πτα] < ον ler 2 aj“ τ» ISl Eal 
! | 1 — ΙΑ | 
In ipoteza HAC [oh]. E (4.12) 
schema (4.10) este stabilă în sensul detinitic iei (4.11) (deoarece 93 Bata = 
= 0, în (4.11) max 1 ids » ll, |o». -- IIb s. | ). S-a obţinut totodată răs- 


puns la întrebarea de la inceputul, paragrafului in sensul că există 
0 αμ” 


= S-E 
AI 


independentă de 1; astfel incit us = tballa < € cind 1; — oo. 


Condiţia (4.12) este o condiție suficientă de stabilitate. Se 'pot deduce 
CYN 2 stabilitate mai fine cu ajutorul normelor ΛΙ j —1, : 


ο = 


3 η, dooi) 2 
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Din ρᾶσαία,. însă, .aceste criterii foarte generale sint sofisticate, motiv 
pentru. care in practică se utilizează, condiţia suficientă (4.12). . 

În cazuri concrete (se.va discuta aceasta pe larg în capitolul 
6) norma ||A || se evaluează funcție de sablonul Ma, a), “relatia (4.12) 
transformindu-se . Mus ο. inegalitate dependens de 5 m, A δὶ .eoefi-- 
cientii operatorului -£ 
i În cazul în care ο operatorului 8 sint Deea relaţiile: 
obţinute se numesc condiții de stabilitate generală deoarece caracteri- 
zează global schema cu diferențe. În cazul în care coeficienții opera- 
torului £ sint variabili relatiile obţinute se numesc condiţii de sta- 
bilitate locală, deoarece caracterizează local, în jurul unui punct fix 
(05113); comportarea schemei cu diferenţe (asa; cum se va vedea în 
capitolul 6, în unele cazuri paa condiţiile de stabilitate locală 
au și o semnificație fizică). 

“Revenind, se presupune că inegalitatea (4.12) s-a redus, as 
evaluarea normei ΙΑ ll, la 

Ίσως C2? 4 F * ε] 

cu C şi p independenţi Te = Și A. Se observă că, astfel de relaţii 
intervin in mod curent atunci cînd se analizează amplitudinea, celei . 
mai „scurt te“ perturbații și că ele exprimă, de regulă, legătura între 
cea mai mică întindere si cea mai scurtă durată a fenomenelor des- 
crise cu ajutorul schemelor. eu! diferente. l 

În cazul în care se urmăreşte ameliorarea preciziei soluţiei schemei 
cu. diferențe prin micşorarea pasului A trebuie, în acelaşi timp, să 
se diminueze = τ, astfel încît, inegalitatea indicată să rămînă adevi 
rată si pentru noii paşi. Aceasta semnifică că se poate trece la, limită. 
pentru 70.81.40 astfel incit « = τ[λ”, numit şi parametrul retelei, 
să rămînă mereu majorat de C. 


4.1.3. Eroarea de. aproximaţie a sehemelor eu diferente 


O altă problemă. importantă in teoria schemelor eu diferente 
este urmátoarea : 

Cit de bine apro zimează soluția schemei (4. 10)— den ϐ)-- (4: 9) solu- 
tia problemei mixte (4.1) —(4. LA ea X 3), atunci cind releaua este rafinată 
din ce în ce mai mult? 

Rezultate. valoroase în această direcție au obținut printre alții 


Wachspress (1960), Riehtmyer si Morton (1967), “Samarski (1971), 
Mareiuk si Saidurov (1981). | 


Ca și în paragraful precedent se va face rabat unor aspecte foarte: j 


generale şi sofisticate în favoarea Gien Și Îl erai baia 
metodelor folosite. : 
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Se presupune: οὓς ποτ. ii Ria £a 
1) "ae Ο (0) si [ON e AN (0, dj; 


ii operatorul 2, admite dezvoltarea 


da, SA Μις ο. ; 
9 MM c ch -- αλ. LEES + 0,24 
iar operatorul K. = ial admite dezvoltarea 
2 gimp GE 
K, = K + —.-— + 0,7? 
PEO 
unde |6;| < 8 CUL d —19.si i „constante, ingen meenis, de τ, A Si 


nodurile reţelei Na. 
Cu acestea, pe baza, eh lui. Marciuk şi Saidurov. (1981) 

se poate formula următoarea. . 

'TEOREMA, 4.2. In condiţiile teoremei 4.1. pentru problema (4.1) — 

(4.2) —(4.3) Igi. în ipotezele i) —ii) peniru schema., cu diferente (4.10) — 

(1.8) FE 9) cu condiţii pe JOE omogene, e este valabilă dezvoltarea, 


| EX a) = Valt, 4) ri T Mi, s) =R (d, à a) xin (24 d ; ΗΓ Ya 2), 
(t, 2) € Ra: ii (4.13) 
în care r; we COC) şi sînt i RU de = și X, iar funcția discretă 
Ya este uniform mărginită E 7 
ral αἱ < C; (t5 a) e Ra | (4.14) 


„Cu aceasta întrebarea de la începutul DUE capătă urmá- 
torul Tispuns. 


ds Val = jazz + sa EC. a)y |l 
S Ac; cb Cu (Mk ?)e (4.15) 


τἱιᾶο Cr Şi c, Sint constante independente de = si λ. 
Membrul drept al inegalitátii (4.15) se numeşte eroarea de trun- 
chiere a ecuației cu diferente (4.10). 

.. Be observă că netezimea functiei după «x si 4 este diferită. Acest 
fapt, întrevăzut deja la sfirşitul paragrafului precedent, conduce la 
neechivalenta, din punct de vedere al preciziei, a .pasilor τ 
3i 4. Dacă din netezimea soluţiei după α; rezultă că ordinul preciziei 
maxime este λ2, din analiza derivatelor soluţiei in funetie de timp, 
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rezultă că precizia maximă a problemei, fără considerarea derivate- 
lor spaţiale este de ordinul z?/?, De aceea dezvolta ea (4. 13), în care — 
partioi alături de 12, este , perfect naturală. 7 


Αι]; ΕΙΡΗΝΗ sehemelor eu diferențe 


. Se consideră it omogeni (4.10) ut ver = Aqui 
Bin relaţia de mai sus se deduce imediat 
m — ui ΛΣ — aia 


edel s-a introdus tels ia de transformare A = ἥτ și s-a explicitat 
faptul că operatorul de tranziţie depinde, cu transformarea de mai 
înainte, numai de τ. "Deoarece se consideră că (ub — u -λ)} τ T este ο 
aproximaţie” qv derivatei Val, se pune întrebarea dacă (Azui! 

— u)« aproximează într-un anume sens operatorul .— SU». 


Se spune cá familia de operatori A. dă o apro oy imagie, consistentă 
„pentru ecuaţia (4.1) dacă 


(V) ᾧ solutie a problemei mixte (4. 1)-. 2)—(4.3).- 
(=. + ul Uy y| —.0 cînd «0 (4.16) 
T T 


] 


jar. I este operatorul unitate. 


Din, med de deducere al operatorului de tranziție, se. a 
imediat ο 


AA ος x) = > C((t, æ), 2)g.(5) 
"^4 ZEM, x) 1 

cu σία, 2), E) Æ AUST) | 

E. Din definitia sablonului (număr finit de puncte vecine lui (1, a) 

rezultă că ἕ -- 2 ως n), cu n = +1. Pentru a evalua norma (4.16) 

se dezvoltă in serie Taylor -4% (E in jurul punctului z. Se, obţine 


vt 


ψί}(ο) = Via( + πλ) = Yala) + nA: grad Via μον divgrad vi, + 


2 


moi 
4. 


înlocuind i in formula lui A. si tinind cont de sagad ia dui — 9, re- 
zultă cá: dd | 


Jen +e)yl- | pe-a 9t σος mad ro 
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Ἢ NEN Ce divgrad. Va -- divgr ad Un sT (uii) TT Ts) eio 
E p | | | i 2 Ἶ 
^s Ἐπ sd c 
-[ -Σ κα — δὲ) vai Via + om pentile tatii e D 


2- UA 


ολλ UN ΤΗ di 
+ —. Σ icd ος = -α]: divgrad Vi | 
+ 6 -d 
unde ὃς este simbolul lui Kronecker. 
Pentru ea (4.16) să fie îndeplinită trebuie ca 


1 
Int— Sp ară — $ lim Am A me: — (bu 
Dm : m --0 y Σ E = στ) 

pel vh. 2 : 7 E, ber 
— Ce =a 
Lu 


(s-a uzat. (ie sabiti λ ye 
Dacă Cz pot fi dezvoltați în formă, 


| Cat, a) = Cozla) yz Cp s). + το Ozz (τ, 2) 


unde fiecare Ciz este uniform mărginit şi Cs, T 2) 6s, z(0, 2). cînd 
τ-»0; "uniform in c, atunci relațiile de mai sus se rescriu in forma. 


yc jit 1 Y Gi η Ui yos 0 
$ ; η 


n2 l T κ αν 
5 Fu DE a, e dere vm - i, Σ G5 g = —$ ` (4.17) 
E 4 


' Ce reprezintă condițiile suficiente de consistență ale Operei ga us 
de tranziţie A.. 


μή, Datele initiale ale schemelor eu diferențe. X 


În 54. L3. s-a discutat despre eroarea introdusă prin, utilizarea, 
ecuaţiei cu «diferenţe ( (4.10) (mai precis prin aproximarea operatori- 
lor K şi 9 cu K. si $4). În cele ce urmează se va discuta despre ero- 
vile introduse prin aproximarea; termenului neomogen F, a condiții- 
lor pe frontieră si a celor initiale, numite cu un singur termen dalele 
„inițiale ale schemei Cu. diferenje. 
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Se urmárese in acest demers, în principal, τρίο cercetári- 
lor intreprinse de Samarski (1971) si Enácheseu (1981). 
Se notează cu 
S 2A σος 16. 5 [UY i 


eroarea schemei cu diferente (4.10). Punind u = 24. + wa în (4.10) 
se obține pentru 2-2 o problemă de acelaşi tip, anume 


Ra οι za + Pa in Ra 9 “ΠΕΠ 
ο — oa — (yx in Di, "ιο. 419) 
$5 DATI > Vus in cna. TA (4.20) 
unde Fa = —p. ἣν Ka T md iar va vu — Baa 


Cum (F - — Ky - — £0) = 0, rezultà i 


Ta = (Pia — KS = 22 λψτλ "esc (P Ky uw $5). HI τπτ (£)a] m 
ORO -- δ] — (dac ο e FS + ER. 


Se recunoaşte în această scriere, in PY eroarea de aproximaţie a 
termenului neomogen şi in P9 eroarea de aproximare a μμ 
K R a 

Cum norma lui PO a. fost deja. estimată, în 54. 1.3. pr in inegalita- 
tea (4.15) se ρα ή în continuare normele lui F9) si va. 

În mod curent, literatura de specialitate recomandă ca Pa să 
fie astfel ales incit 


i Ῥ a ΛΙ a " 
Da 3 Flat Maha, = puru ο» Sau (4.21) 


aad 


Pa = Elba d 4) 


sau măcar să fie îndeplinită condiţia Pa — (Fa = 0(2);:0(2) este 
ο scriere generică a faptului că (3 ) C constantă independent de A 
astfel încât Ea (Pa lus CA. 

ο Au andi se recomandă a; fi luate si pentru condiţiile 
initiale Va. 

“Cu “aceste alegeri este oi că IES Xil şi [ψο.λ -- (Vo) ii sint cel 
puţin de ordinul O). 

Studiul normei funcţiei v2. se Sato separat pentru δῤπᾶϊοἳ pe 
frontieră de tip Dirichlet si: pentru condiții pe frontieră de tip Neu- 
mann (rezultatele obținute pentru cele două cazuri se extind uşor 
$i pentru condiţia pe frontieră de tip Fourier). 
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| În eazul condiţiilor pe frontieră de tip Dirichlet se recomandă 
pentru Ότλ aproximatii analoge celor din relaţia (4. 21). În practică 
însă, cazurile cînd v(t, 2) sint; cunoscute pentru orice i si j sint 
rare. De aceea, dindu-se 2(0, ») se pune problema generárii valorilor 
pe frontieră pentru momente ulterioare de timp (deci o altă formá 
de aproximare a lui 12). 


Specifie demersului din acest paragraf este următoarea ipoteză - 
de lueru : 


— iini un ie [0, T] fixat, dar altfel « oarecare 
divgrad. ᾧ = 0 sau, în termeni de diferente finite, 


iai i. ΠΝ at pa IET. apex; wu ur fenil ook 
Urm F πο F Uis F Urim- “Γ Ίλπηι — Gttkim = 0 (4.22) 


pentru i fixat, dar altfel oarecare. Pentru simplificarea scrierii, s-a 
notat CU Urm = ἁτλίιτ, kh, Ià, MA). ^ 

Ipoteza de mai sus corespunde faptului că pentru un moment de 
 timp 1 fixat, dar altfel oarecare, procesul descris de ecuația is 1) 
devine stationar, situaţie exprimată de;relatia (4.22). 


Se stie că in cazul frontierelor de tip Dirichlet liniile de curent 
ale procesului sint perpendiculare pe frontieră, deci liniile de echipo-: 
iential sint paralele cu frontiera (Gheorghiţă, 1966). Acest lueru im- 
plică 


/ 


Oua 


| 


P = 0| pentru un 1 fixat, dar altfel oarecare 
$ 100 ΄ l 


unde Js este OSSA de-a, lungul hi aD, „ceea ce în termeni da dife- 
rente finite înseamnă 


pie L3 Uim = 0 sau iran - dites z 0. sau 
| Tree B toca = 0 ME i fixat 
pentru 2D 0x, respectiv enl Oy, Di 0s, sau 
i na = Uam, respectiv uds us = Min 
“tima Sen d (V) ifixat —— — (433) 


(linia de echipotenţial trece prin Uim si "ret re speetiv ch poa ȘI, 
Uki+im Ukim- Sl Ukim+1)- ; 
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Datorită, interpolării μμ ΣΉΝ de mai Asti se pot extinde în 
sensul că : dy Pew 


ο = reb ΠΣ respectiv - "ban = ΤΕ ΜΗΝ 


M SINT $3 "liim zu ifm) 
iar inlocuite in, relaţia (4.22) . dau. 


Uil T ΠΠ I Umi d- i Mimi TA fup = = (1.24) 


$i analogele. Deoarece - utilizarea. diferenţelor . centrate pentru, dis-- 
cretizarea derivatei θφ/θω, respectiv. é 0/0. y, ὄψ[ὂς din ecuaţia, 
(4.1) implică tolosirea unor noduri din afara domeniului, s-au utilizat 
de această dată diferenţele progresive între nodul (Δ, A P5 si nodul 
din interiorul domeniului. Înlocuind relaţiile (4. 21) 1 în scliema expli- 
citi (4.10) se obtin 


Ukim E na — 2$ Zug e - 3β(ὐ7) Jelia H galii απ + Slatiny 
ΠῚ + β(ύΏ) (καν ται imya) -5 gr, Ene m (4.25) 
ών 
μυ. (1 he — Zaa — 2B(DU) Jukim T e (sica Hs Mer) na 
+ GU nbus xim Umi) 4 p ! 
uti = (1 — 78 — 2αᾳ — 2 G(ii) tkm σαι + tim) 


I Ba) m ο΄ + Me ΠΡ ră au 


unde B =". ΠΛ simplificare s-a notat cu α-Ξα(]λ, IX, MAJ, 
bu (DE (IT, d, MNS = δελ, ἐλ, mA) şi Pi Pac, RA, 
A Mat T | 
l Formulele (4.25) reprezintă ecuaţiile cu diferente finite ale con- 
ditiilor la frontieră de. tip Dirichlet. 

Relațiile (4.25) se constituie HE -un alt tip dé formule de aproxi- 
mare a lui vA dacă se înlocuieşte f tui imt CU fvi rst în nodurile corespun- 
zătoare ale reţelei. Se observă că aceste formule sint generative, in 
sensul cá ele nu necesită decit valorile γω) tint Se atrage atenţia că 
neinlocuirea relaţiilor (4.23) în ecuaţiile (4. 25) (ceea ce ar fi dus la o 
-simplificare a acestora): este: intenţionată şi se bazează pe următorul 
considerent : în mod real o frontieră corespunde foarte rar, fără nici ο 
aproximaţie, condiţiilor Dirichlet utilizate in descrierea ei ; de aceea 
relația de simetrie (4.23) se verifică doar eu o anumită aproximație. 
Pentru a lăsa un mai maré grad de libertate ecuaţiilor (4.25) si deci 
pentru à modela mai adn realitatea s s-a: magi iți la folosirea a doua 
oară a relaţiilor (4.23 d 
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“Formulele (425) corespund semnificației” fizice. a: doge 


de tip Dirichlet; anume că frontiera evoluează independent: de; teno- 
Vellei din “interiorul cilindrului, Cr. 


Li pe Ni 


Se. stie.c ei (Ladijenskaia et d 1967) pentru ca problema (a; pe 


(4. 2)—(G. 3) să aibă soluţii în ο (61) n C*(€,) trebuie, printre altele, 
ca v să N citiri Eat de: ο ο net de ordinul - întîi, adică 


m 


EE 


dt 


sau, discretizind in raport cu =, z, tinind cont că ὃ Τῇ. Or ȘI de ipoteza 


de lucra 


inen e ὃ; 


i 03 C?» MC 

+1 yn 
(vum =, (e) ;5» „em i M 3 i s(bu) I } = 
Ke M 6 a: uti oy τλ., klm 


Q?v Ἄν. 
+ ( AE: ) i ni TOEF 1 v P XA 
Ἔν CO c). ,hlm 


Pe. ge altă parte, dezvoltind. in serie Taylor in jurul punctului 
(5, 1.22) Și inlocuind in (4:25). se obtine: 
î 


i "Lb? TE "EI (Ap Ni 
Qr b 5 
ils i be : ΠΣ Ys "EE d- 
ou Pow: | αλ 19 : da^ km. . 
1» $ 


Gui. € ΤΝ. 20 10 εν 
os) t P us | e esed *( z F) + 
dy kilm T CS klm, 2 Oy? klin σς- kim 


LE! 


Ton 3u \ f fA By NE UO i1 ἐπα E ri 
πηι σον 2 ὯΝ τ τ) I E d E! πε Odă 
6. , C y? klm e kim : A ki 


ri aceasta, în ipotezele de consistență (4.17) si de aproximarea 
(4.21). a lui F: 


+ vali = [ox — (v vtl = Ο(τλὲ + zh) 


ceea ce arată că éroarea de trunchiere dă Popi A aproximării conditii-: 


lor Dirichlet printr-o ecuaţie de forma (4.25) este de ordinul τλ. 

Studiul proprietăţilor aproxiniatiei va, se incheie prin evaluarea, 

normei operatorului de tranziţie si impunerea ` aval (4.12); 
Se. WALT astfel condiția de stabilitate 

τὸ + 2α6 --- - 98 bi) << 1 

pentru Sa ţii (4.93): 
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15—c. g91 


TL. m iverad v + (bu) grad v= se F (t, a) € to, T]x 0D. 


Într-un mod analog se studiază si condiţiile pe frontieră de, tip Neu- 
mann. in acest caz, prin liniarizarea. introdusă de folosirea, diferențe- 
lor finite, valorile lui Y pe frontieră sint dependente de fenomenele: 
din interiorul domeniului, căci, liniile de curent sint acum paralele: 
cu frontiera, deci liniile de echipotential sint perpendieulare pe fron- 
tierá.: Acest lucru implică, 


du 


pe 0. pentru i fixat, dar altfel. oarecare, 
în ðD | 


, unde ôn este derivata de-a lungul normalei interioare αἱ ὃ D, sau. 
in termeni de diferente finite um 
lysis = Uam SAU p iim = Usa SAU ps = Usa (N) OO fixat 


sau, in final 


i b "my alise. MR = T TE 
viia = (1 — 28 — 2 ot )U m zi; 2 AUV kiim ER B(buy [(υ}µ13 — viam) 
ré iim (oma ου + n » 11 (4.26) 
respeetiv 


Ela == (1 = δι = 2ad)vim Y 2αυξ. 1n c (bu) [okim FT Vkl-1m) E 


A ALI 


3h (Cima. = vViin-i)] H- T 
viii zl = for Zac )viim H 2«avim-a x: Ιον... viim) 


"s (oEsim ax Vin) ] T 


ceea ce reprezintă ecuaţiile; cu diferente finite ale condiţiilor de tip 


Neumann paralele eu axele Oa, respectiv 0y, Oz. 

„„Se'observă că (4.26) corespund şi setanificatiei fizice enunțate: 
mai sus, anume că frontierele modelate tip Neumann:evolueazá de- 
pendent de fenomenele din cilindrul £7; de aceea al doilea termen. 
al membrului drept al ecuaţiei: (4.26) va fi ales astfel. încît să se 
afle: în -interiorul domeniului. o 

. Un studiu analog cu cel întreprins pentru condiţiile pe frontieră 
de tip Dirichlet arată cá ecuaţiile (4.26) au aceleaşi proprietăţi de 
„aproximație ea ecuaţiile (4.25). Cit privește condiţiile de stabilitate, 
rezultă imediat οὔ ' | 


- Pi 
ν 


28 -L9 4a «1 
. pentru. stabilitatea globală, și 
 g(bu) zm 0 


„pentru. stabilitatea locală. 
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4.1.6. Convergenta schemelor eu, ‘diferențe. Rati de. convergenţă tă. 


Se poate acun studia es si'in.ce:conditii; ratinind septi 
udici.miesorind paşii ide diseretizare- Ξ și X eroarea dată dé aproxi- 
marea soluției problemei (4.1)— (4:2) — (4:3) prin “soluţia discretă 
(4.10) —(4.8) —(4.9) se micşorează, tinzind la:zero la limită. În litera- 
, tura. de: specialitate: această problemă, este. întilnită: sub: numele de: 
problema convcrgenici; schemelor cu diferenţe. Răspunsul la această 
importantă problemă este dat de teorema de echivalență a ini Lax. 
TEOREMA 4.3. (a lui Lax). Dindu-se o problemă bine pusă, (în 
sensui iui Hadamara) și o problemă mivtă care. ο aproximează si este 
consistentă, atunci stabilitatea problemei mixte, discrete, ,C816,. 0, condiţie 
necesară si suf icientd ca aceasta să, convearga.. ' 

Din teorema de mai sus rezultă cá (3) A, 7, ο, C. costa tal in- 
dependente de, A şi τι. astiel incit d 


lu — oa] x C ΠΠ "m CMP T OMA 2 C.M SA 
Il 3 - 223437 ^ 
(x E ES ^S "T j (4 Τὴ 


N 1 

Estimajtia: (4.2 τ) demonstrează că soluţia. discreti converge către 
solutia: "exactă, ŞI dà. ο idee precisă asupra vitezei de conve ergenti, in 
raport, eu, paşii | = Și X. De aceea membrul drept al acestei: relații se 
numeşte rată de, convergență. 

„Se observă cá rata de convergentă depinde de. Or dinul de aproxi- 
mare a operatorului K + 9 (in cazul studiat acesta este Aë ds 
de ordinul de aproximare a condiţiilor la limită (in cazul studiat 
acesta este τλ) si de ordinul de aproximare a termenului neomogen 
(în câzul studiat acesta este” X) (aceasta i jn ipoteza condiţiilor iniţiale 
omogene): Aşa cum se va arăta în paragraful următor, impunind 
conditii suplimente privind netezimea datelor inițiale ale problemei 
κο pot obţine rate. de: convergenta ridicate. : i | 

Datorită teoremei de echivalență, a iui Lax, ordinul de precizie 
a unei scheme consistente si stabile coincide cu ordinul de aproxima- 
ție si rata de ; convergenţă a schemei date. 

"Trebüie remarcat cu această ocazie că relația (4. 15) ce evalueazá 
eroarea de trunehiere a schemei cu diferente rămîne valabilă chiar 
dacă condiţiile de stabilitate sint violate. În esenţă tă, stabilitatea poate 
fi descrisă în următoarea formă paradoxală : dacă reţeaua este rafi- 

nată astfel ineit condiția de stabilitate să fie violată atunci soluţia 
ecuaţiei (4. 10) aproximeazá din ce in ee mai bine soluţia ecuaţiei 
(1.1), dar in acelaşi timp soluţia problemei mixte discrete (4. 10)— 
(4.8) — (4:9): se depărtează din ce în ce mai mult de soluţia problemei 
mixte (4.1) —(4.2) —(4.3). 
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ον ν evaluarea. (4.27) s-a presupus. că C, şi Ca sint. constante inde- 
pendente de A si τ. Prima condiţie se dovedeşte in mod particular 
dezagreabili; căci se întîmplă ος Οι, Ος 6a cind x> 0a; Se enunţă. 
însă, şi, în cazul dependenţei constantelor- €, şi C; de:X şi τ.ο teo- 
remá de convergenţă (Strang, 1960 si 1966). . 4%] 

„In demonstraţia teoremei: 4.3 a intervenit esenţial faptul’ că. 
operatorii K; si 2, sint liniari. Si această restricţie poate fi. depăşită, 
existind o. teoremă de convergență si în: cazul neliniar (Gudunov 
εἰ Ryabenki, 1964). ` was hi tih oum NU ών dea d 


4.1.7. Tehnici de creştere a preeiziei schemelor eu diferente 


- 4 ; Pe. d } i 
` În paragraful precedent a rezultat faptul. că precizia; schemelor 
cu diferente depinde de ordinul de aproximaţie a operatorului € 
& a datelor initiale. Nor le Um 
Asa eum se arăta in $ 4.1.5. (formulele (4.21)) datele iniţiale, adică 
termenul neomogen, condiţiile iniţiale si pe frontieră pot fi aproxi- 
mate, exact sau cu un grad: inalt de precizie (cël. mai scăzut grad. 
fiind de: za = =? dacă X = 3). Acesta este motivul: pentru care 
precizia schemelor cu diferente este în principal influențată: de ordi- 


nul de aproximaţie a operatorului 9 


Se cunosc două direetii de obtinere a unor soluţii cu o precizie: 
ridicata”: "BP &! " | | | 
— rafinind reţeaua : | t 

ον — impunind soluţiei: o netezime ridicată (in sensul continuității 
derivatelor sale de. ordin superior). IT 
...; Sewa prezenta in continuare ο metodá eleganti, dati de Marciuk | 
și Saidurov (1931), ce ilustrează prima direcţie. — μη ν 

. Se. obţine soluţia 44, a problemei! discrete (4.10) —(4.8) —(4.9) 
pe reţeaua It. Se construieşte reţeaua BR. a cu pașii 4/4 si. 2: ο 


| f : ὃν EM y - 4 2 $ à ἘΣΤΙ i. 
obţine soluţia w-:».a aceleiaşi probleme discrete pe reţeaua rafinată 
ET Su À "1 (τῇς ἘΝ A B D 


R- κ. În acest fel, in nodurile reţelei TL; se. dispune „dle două aproxi- 
E iW To 7 E d E . . E 
matii ua Și wz. a. Se defineşte 

Ἢ TA 


"m 
L| 4 


ιν iv) -— Uz 2 (t; e) Ptr Soft z) (W) (1, 4) e Ra (4:28) 


ZEI : 


Conform egalităţii (4.13) functiile tez: :5 5i at pot:fi dezvoltate 


2 = PA 2 
ts alt, x) = Vali, ὦ) J- — r(t, 2) 4- — w(t, x) Y: λα Ὢ 
εις - : 4 Ie Ζ 


Ul, æ) = ψ κ, a) OX x) + τιο({, GET F (ΑΕ το, 2). 
Intrueit funcţiile 4 Φα, r w nu depinde de ŞI A, Se poate folosi coinci- 


dența 'alorilor. lor là Mots WR i termenilor ce le contin în combinaţi ia. 
liniară ἕν 


pi “ἡ λ4 j reste 5 i " Een 
t, m Vat, Ὁ) b re | ora alt, 2) vata) 


Folosind evaluarea A gate) se! obține 


de - ᾿ ^ ( i 
lu — val < Sas sd Ὁ PMB 0. Ea, 
Deci, solutia: (4. ag), obținută, prin combinarea, liniară a unor soluţii 
aproximative cu o precizie de ordinul: 3 + 2? aproxinie: AZ soluția 


exactă Yin nodurile rețelei Ry curo precizie: de ordinul -᾽ 4-33. 

Se viv diseuta în: capitolul 6, atunci cind se vor prezenta scheme 
cu diferente particulare j despre a doua direcție de obţinere & unor 
solutii cu precizie ridicată. "58H 


4. 1. 8; Ecuaţi iile interlefelor- in metoda schemelor eu: diferente 


"Supra i de. distant uitate, a coeficienţilor a, bu sau 5 u 
ecuaţiei (4.1) se numeste interfat&. 

Este. evident că pentru a asigura continuitatea. soluţiei ù- si 
à derivatelor sale pe tot domeniul, pe interfete trebuie impuse con- 
ditii suplimentare. Aceste condiţii suplimentare, - „semnificaţia lor 
fizică si modelarea cu ajutorul schemelor eu diferente-vor forma obice- 
tul de studiu.al prezentului paragraf. 

Ipotezele.de lucru ale acestui, paragraf. sint : j ; 

. —. din comoditate de scriere se iau in considerare doar discon- 
tinuități de-a, lungul unei direcții paralele ic cu. Ox, Ον sau X: nu si 
de-a lungul- unui “plan; 

— interteţ ele sînt linii ale retelei I. ^u 

Aceste ipoteze nu sint restrictive căci se.pot alege oricând. pașii i 
rețelei astfel incit. condiţiile! ipotezelor să, fie- îndeplinite. 
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„_Pentru'a asigura continuitatea soluţiei si α derivatelor sale in 
tot cilindrul, trebuie ea l ' | na 
VELLET 


ENI ΓΕΡΕ "acd δι. 
az + (buy! = αἴ ------.-- (VAII (4.29) 
WE ὃν | | 


pe interfața. paralelă cu Oz si analogele pentru interfata paralelă, 
eu Oy, respectiv Oz (in a doua; relaţie din (4:29) se înlocuiește operato- 
rul 6 /ey eu jox respectiv 0/62)..S-a indexat superior eu „I“ valo- 
rile funcției ᾧ si coeficienții corespunzători mediului I şi cu^ IP" 
valorile $i coeficienţii corespunzători mediului II.: 

Relaţiile (4.29) au si o semnificaţie fizică -bine precizată. Ele 
impun, ca pe interfață, valorile funcţiei ψ calculate in cele două medii 
să tie egale, pentru a asigura continuitatea soluţiei, și ca fluxul: cal- 
culat in cele două medii să fie egal, pentru a asigura continuitatea 
derivatelor. soluţiei. . 5 RR 

„Se foloseşte metođa. valorilor fictive pentru a modela cu ajutorul 
schemelor cu diferenţe, condiţiile (4.29) (Racoveanu et al, 1971)... 

Se barează valorile fictive,‘ se presupune că zona I este la. sud 
de interfatá iar zona II este la nord de interfață si se va particula- 
riza schema (4.10) in sensul folosirii schemei explicite, simetrice, eu 
două straturi şi opt noduri (pentru detalii a se vedea; capitolul 6). 

Cu acestea, Ukim Și. Ukim CU (ος 4, m) aparţinind unei  interteţe 
paralelă eu Ow, sint date de ^ - um 

uin. = (1 ΠΤ s — 6 «al JUE im + &al(uP ρα + NA = im d- A 

Ἔ με F incl Esai) H BOU) [uitam — atm) 45 
pL (δεν ΠΠ ΠΝ ke: (Ukim Tl: στ ενα) τη AES, 


Şi 


Π»ἱ1-1 . E II: er Di τ: II (11,1. ii Ibi 17 mibi zt 
Ukim RIP! (da e gato — Ga itm ης XI (Ui im E Ukim Ti Ukim Ἴ- 


N | 3 Li d ᾗ PS ` γα SOLE i von v 
[ TM CI E Er ΤΉΝ e (S ml ) RUD a(bu)! [m — kiim) -H (1: Erin: ΖΕ 


4) 4,1p51 γη Ibi Ibi ia -.pí 
x Ul pm) (ρα pe 1m -1)] an P 
Adunind cele două relaţii si ţinînd cont de faptul că ulii pitt — 
= Wu se-obţine i : M um i | i 
ET Ὁ CORSETS τα iii e ăi 
UTE E $ =i 9 a: aQ ; a E a ΗΝ 1 
Wis [T a ea T ο... 


-. 


iG tip nolo fpg pa. io buy 4- (bu)! . ' | 
m Met "3 [DET "p Ukim). eia ges Cons [Cei i Ukam) zs 


fen 
c 
30 


EU ο. 131 ds 


1 
Fie THUS (Ire Urim- )] saggi aal 
F (aay β( ὑπ) itirim + (au! "is 9(bii Tiram B 


T (ααἲ — B(bu) yu us] + ΕΙ 


Pentru a elimina valorile fietive din ecuati ia de mai sus se utilizează 
a doua ecuaţie din relaţia, (4.29). Serisă cu diferenţe finite ecuaţia 


devine 
=M ad 
rem 4 Urim 


3 1 Uim T a Uli gm E EM 
b fn Cm de (DU) P" | 
2A X) s 
hà Ϊ 
— qn „Metan 7 Miam + (Uu) Virsi T iram 3 
| DTE 


2^ 


sau inmulfind eu τ/λ 


ον ο σα συ. 
= aa! (ursam i Ui 1m). -1- - g(bu JE (uisim- HA aa) 
Grupind valorile. fictive, se obţine e | 
(aa -ἰ- pOT) teza F (au — (UT tkr am =! » 
| 


(aa api (bv D) Juki in 


= (aa! = gx g(bu)! Jii A : 
i pe baza, relaţiei de mai 


kim 


Eliminind valorile fictive din ecuaţia lui (TA 
sus, rezultă 
Φα ΙΒ. πρ ue i 
£5 α da lw d 

Ukim i 


{11 f ; ; 
Ukim -- l—4——— — α 
DE ` | Lipă 


-t aH n d - . 
: ice NEP i i pem 
(Ux um T Usum F Urim- T Ukim) μπω 


buy -- (Vai) i E | 
( ) ( ) (Una 1 — Ukim-1)] T 


[C am πρι Ui im) ΠΣ 

-- [(ααἱ — B(buyuliia -- (σα 4- β(ὑπγτγιέγιιν + το (4.30) 
ceea, ce reprezintă ecuația. interfeţei paralelă cu Og pentru problema 
mixtă discretă (4.10)—(4.83)—(4.9). | T 
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Analog pentru interfața -paralelă cu axa Oy 


i ; gT er gI £ al -L qu 
1-1 EX «8 M - i - i 
ip — (: pEEVER 3 — RR Ed wm cq aW M etg zm i 


2 "ey d opm 
baci: (a | | μιν. 
ΠΕ VEND: φῇ 3 (tiia 1m D taram HS fimi ΤΊΣ συ. 
νο E " 3 mnm; 
(buy -- Lyr : 
Ex repet Circum 1. uki- 1n) j+ Cims τ 3 alim α)] sla 
- ` Po : 


(ΚΠ αι M. BUUT uk s F (o gg | 4: BC lt τ. Fi 
si ien iata paralelă cu axa Oz... | 


4 | ES gu | qt - qt DA 


Am ~ să - 
2 2 
+ CP i i ami e 
ΓΕ Ve gor: (Uim um Um SM Ukim RIS Uxteim) tr 
| (buy + (Vu). | ΤΙ... 
i. B ona ari Maian "M Mkiu) + ἴ (kim FJ Ti im] s E 


T. [ία za — &(buy kan -s as (aat 4 ῇ β(δω)α )Ukim+1 oc 


Studiind schemele (4. 30). din punct de vedere al stabilităţii şi 
al erorii de trunchiere se constată următoarele : 

1. Stabilitatea generală este implicată, de stabilitatea generală 
a schemelor Ai fiecare domeniu: in parte, deoarece 


a£ 


ἣν NE" Τη a 1 — «sit 
ο A p BIN LS ut 
fat aas : SI oa 


din stabilitatea globală in fiecare zonă, si presupunind si < si si 
a > a! rezultă | 


al > (ai + απ)» 
şi 
gU sii 1 — «s! 
1 igo t. Bav >a < - 
2 Gal 
NUR DM slo si αἴ + αἲ 
P2 si-a 
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. Stabilitatea locali este: îndeplinită, dacă 
e 0m — — (buy imo 


ceea ce este adevărat nig presupunem că 20 rapid cînd - z și λ (η 
.3. În condiţiile de consistenţă 


z m$ ᾿ pe Jotea 


i ti | “6 rU Αλ tt 
5 OEE și A ((buy + (τα: bu 


eroarea de trunchiere este de gums Ο(- τλλ -- z^) (se efectuează 
un demers analog cu cel din 54.1. Us pentru conditiile la limitá de 
tip Dirichlet). - 


4. il HP Ecuafi ile. punctelor: de singularitate pentru seheme cu dilerenfe 


Se numese pu nete de KC ui cimpului punctele aflate 
la intersecţia - | 

2.) ai două inter M 

b) a unei interfețe cu o frontieră Dirichlet; 

c) a unei interfețe cu o frontieră Neumann P 

.d) a două frontiere: de: același tip; 

e) a .două frontiere de tipuri difer ite. 

„Metoda, generală de deducere a ecuaţiilor acestor puncte, constă 
din rezolvarea, sistemelor de ecuaţii liniare ale dreptelor pe care aceste 
puncte se află. concomitent (Enăchescu, 1981). 

„Ipoteza de lucru a acestui paragraf este : din comoditate de seriere 
discontinuititile se iau doar de-a lungul unor plane (par alele cu pla- 
nele triedrului de referință). nu si de-a lungul unor direcţi ii. 


Ecuatia punctului de singularitate. de la intersectia a. două inter- 
fete. Se noteazá.cu I” mediul aflat la sud-estul punctului, . em 17 
mediul aflat, lu sud- vestul punctului cu , III" mediul aflat la nord- 

estul punctului si cu „IV? mediul aflat la nord-ve stul ptt tp, 
Se procedează ca in paragraful precedent, adică : 

— se scriu ecuaţiile, cu valori fictive, pe. care le verifică pune- 
.tul de intersectie a interfetelor, pentru fiecare mediu în parte; 

— se adună cele patru ecuaţii obţinute ; 

--- se serin condiţiile de tip (4. 29) pentru cele patru. interfeţe 
(interfaţa Tu se EI A SES ELA ο IV și roe a cu | diferente 
finite ; 
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__— se elimină valorile fictive obtinind. în final 


iim SIF SH ΤΩΙ. αν malta pam Y o. 
στα | a ms a n RU: D 
git --- αν (but (bujt 
as (^ np T ping oL em Q5 Mm 715 
al E gi (buy + (qi y 
Ἔα pul Ursa H 
Y μα, 
al-al! buy + (buy! | 
ος ο μμ 
pu - alt (buy var? , 
ci (rige uri Se ον η tm ΤΙΝ 
[ii a i aT pat query buy A- (buy! πμ , 
2: Fixture i x ufu -“Ξ-Ξ----- ) Uim t 
at pat pat patr 
Ticino ea 
, ϱ (DR) - (bu)! ADE (by Y iio docu uw: 
" DRM Qu ET. lies d E (4.31) 


ce reprezintă ecuaţia punctului de singularitate - de la, intersecţia a, 
două interfeţe aflate într-un plan paralel cu sOy.. 
| Analog se obtin ecuațiile punctelor de singularitate de la inter- 
secția a două, interfeţe. aflate i în plane paralele cu $02, respectiv yOz. 
Ecuațiile (4.31) au proprietăţi analoge. cu ecuatiile (4.30). Coe- 
ticientii fiind media aritmetică à 'coeficientilor. mediilor invecinate, 
stabilitatem este dată de extinderea, corespunzátoare ο condiţiilor 
dè là sfirşitul paragrafului precedent. 
Ecuafia punctului de singularitate de la inter secția unei interfete 
cu o frontieră Dirichlet. În aceleaşi ipoteze, cu aceleaşi notații si utili- 
zind' acelasi algoritm ca mai sus, 'se obţine ecuaţia 


[i II i | 
Uta c -— C $i Dj T "i -'a(at- + au) er 8ν piu) ap (y eto dm 


(buy xu 


(ο μετ UP oim) H τε" 
2 | 


(4.32) 


atei sat abtina) 406 


tierá. Dirichlet aflate. într-un. plan paralel ceu: xOy. 

— Beuaţia punctului de singularitate de la intersecția unei interferente | 
cu ο; frontieră Neumann. În aceleaşi: ipoteze, eu. aceleași notații si; 
utilizînd același: algoritm ca mai sus; se obţine ecuaţia 


“a punetului:de.singularitate de la intersecţia unei interfețe cu o fron- 


TER 11 d 
por | 5 —89 3 " E prs 
vi = e T RUP RNC a(a! HA) vim Ht a(at gi: QST ΠΚ 
E Li τ - . Da bt 
χι, odios hr di ο IP κος dp 
-i5 CE iza e T ο [oksim χ Pie n) ΠΗ (oiim: πι ΤῊΝ Gap (4.33) 


a punctului de singularitate de la intersecția unei interfețe cu.o, fron- 
tier Neumann aflate într-un plan paralel cu α()γ. | 
. dnainte de a trece la, deducerea ecuaţiilor pünctelor,de singulari- 
tate de la. intersecţia a două frontiere se face. următoarea remarcă : 
Se stie că aceste tipuri de puncte, satisfac, după unghiul pe care. 
irontierele: îl formează între ele, următoarele condiții: ` | 
grad $' 2-0 dacă unghiul <72, ^ ^ 
grad ᾧ = const. dacă unghiul =z/2, Fei 
grad ὁ = co: dacă unghiul zz/2 (Gheorghiţă, 1966). .- 
Fiind în cazul doi, studiul întreprins are sens să fie abordat 
cu ajutorul schemelor cu diferente finite.. | 
i Ecuația punctului de singularitate de la intersecția a două frontiere 
de același tip. Pentru exempliticarea modului de deducere a acestui 
tip de ecuaţie se alege următorul caz : frontierele sint de tip Neumann 
jar punctul se află în colțul nord-estic al domeniului. Se Scriu ecuaţiile 
celor: două, frontiere, in. planul Oy, pe care le verifică punctul de 


intersecție, anume | | 

vin = (1 — 2s — 200 Whim + 2 avi; rm Dp g(bu)[(viis x Vilim) 2 
E 2 (oma vim) H2 SES 

51 ἢ | 3 | 

VEA Y e πα — 2aa)vLs 3m 26 ῦμ 1m FN PDU) [iim — Vk imn + d 


va S (υπ Er Prim] ES ep 


Relaţiile de mai sus sînt derivate, din ccuaţiile:(4.26) modificate astfel 
încît toate punetele schemei să aparţină reţelei Ray.. Se: rezolvă, sis- 
temul de mai sus (adunind și împărțind la doi) şi se.obţine  .: 


Dia = τοι — 28 — 2 xa)viin + &a(vi im ΩΤ sk nA (4.34) | 
(DR ANRE ete pt pad, | 
+ 6 D t, n Vim) -F (otim ο η) + e( Uri (iata —Vkim-1) + zF” 
(9 : =: n; 
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ceea ce reprezinbá epe punetului de sing ülirifato aflat in colțul 
de nord-est al domeniului la intersecţia a două! frontiere d^ acelaşi 
tip ce determină un plan paralel cu: xOy. i 

Într-un: mod analog se: demonstrează că dacă frontierele: sint di 
tip Dirichlet, atunci punctul de singularitate verifică tot o ecuaji S 
de tip (4.34). 

Ecuațiile (4.84) au proprietăţi E cu-cele: prezentate si 
discutate in:$4.1.8. :.. 

“Ecuatia punctului de singularitate: d? la intersecția a două Fron- 
tiere de tip diferit. Pentru exemplificarea mòdului de deducere a 
acestui tip de ecuație se alege următorul caz : frontiera paralelă cu 
axa Ox este de tip Dirichlet, Trontiera paralelă cu axa Oy este de tip 
Neumann, iar punctul se află în colţul sud- estie al domeniului. Ca 
Inai sus, se scriu ecuaţiile eclor două frontiere pe care le verifică \ punc- 
tul de intersecţie, Aceste ecuaţii derivate din relaţiile, (4.3; 25)1 'espeetiv 
(1.26), modificate astfel ineit toate nodurile schemei să aparţină 
Tet; elei; respectiv, transformate prin aplicarea a doua oară a relaţiei 
. de simetrie de' tip (4.23) din considerente de estetică de calcul, sini 
ipentice, reducindu- -se la ecuaţia, | 


vită = (L Dă η ip 00 Yim + 2aoți-um, Aa g(bu) [Co arm RE viim) -- 


"uU (Vima "od Viim) | Bis E (4. 35) 


Coa ce reprezintă ecuaţia punctului de: singularitate aflat în colţul 
sud-estice al domeniului, la intersecţia a două frontiere de tip. diferit 
„e determină un plan’ paralel cu sOy. - 

^. Analog se obțin ecuaţiile punctelor din NE-ul, SV ul şi N V-ul 
domeniul, precum și din planele paralele cu gOz. şi | yOz. : 


4.2. METODA ELEMENTULUI FINIT 


4.2.1. Metoda  Galerkin-multipas 


rie HD) Spaţiu Dilbertian' complet gi. E al tuturor funcţiilor 
10 e :C%(D D) eu norma: 


; | - 12 
Toli e Gori = [ert ο + baz aras 
am. D. Es: r . ἂν 


“ο λος ὅιο|δαν 40, = διο|ϑγ, w, = Ow[Oz si Wr, Wy, We LYD). 


204 


Tie 1^ 
j HOD) — {w e H(D)/w(z) —0 (V) ze ED! 


Spațiile νι) j $ sb T). se numesc spaţii. Sobolea.. E 


"În cele.ce urme; ază se consideră V subspatiu închis al lui Hi), 
astfel incât 


HiD)eY e mp (4.36) 


Tie a(t; ο, w) o familie. de. funcţionale: biliniave, depinzind de 
parametrul i. continue. pe V, cu proprietatea de mărginire, adică 


AV), 0,. we V, "functia. t>a(t; v: w) este: măsurabilă si (3) M^ con- 
stantă independentă de, î, v, 10 astfel, încit 


lat; v, ο)! & Mol rol (4.33) 
Daci. (3) α΄ Rau 0 și Φε. titei ineit (y ve V, atunci 
| alt; ο, 1) F pleita alkoli (4.38) 


eu ||, seminormá in (D) (adică (vd “κ t2 121-03) ο 


atunci a(t; v, w) se numește slab coercitivd. i | 

Piu numeşte. formularea, slab variațională..a problemei (4.1) 4- 

(49) —(4.3) eu condiţii omogene pe ieri ă, următoarea problemă : 
Sd: δὲ: găsească Ue LX([0, T]; V) astfel încât 


( Ei η 4- a(t5 9, wy — (F, w H (99, 10), (V): 16e V (4.89) 
ο : r 


"nde alt; ᾧ, w) — (2d, w)g cu (v, 20) = N vw drdydeg iar è este 
has a ^ l - Y. i l D | s y 


fundiia lui Dirac în , origine. 
Pe baza lucrării lui Lions (1961) se enunţă urmátoar ea. teor emá. 


TEOREMA 44 Dacă alt; ὑ, ιο) verifică dpotez cle {4 31) si (4.38) 
tinci problema. (4.39): admite o soluție unică ὦ. Aplicația e, More» 
— d este continuă. de. p L*[0, T]; V yx V în 12 10, Ελ A 
“De remarcat că a doua! propoziţie 4 teoremei: este echivalentă 
eU: „dependenţa.“ continuă 16 datele. initiale 'ale : problemei (4.39). 
' Legătura ántre: problema (4. 39) si: problema (4.1)—(4.2) —(4.3) 
eu. πάν, omogene pe frontieră este. dată de Vc Rt teoremă 
(Lions. 1961). . 2m 


TEOREMA 4.5. Problema variationalá (4.39) și problema, (4.1) — 
(4.2) —(4.3) cu condiţii omogene pe frontieră & aw aceeași soluție generali- 
zată (adică ve Φ’ (D). spaţiul . distributiilor peste D). 

Ciarlet (1974 9), cap. 1, SL.2. pae. Ti, afirmă că în ipoteze de nete- 
zime suficiente a termenului neomogen şi. a datelor initiale se poate 
demonstra,’ fără a fi trivial, că si soluţiile clasice ale problemelor 
(4.39) si (4.1) —(4.2) —(4.3) cu conditii omogene pe frontieră coincid. 

Ipoteza de omogenitate a condit iilor pe frontieră nu restringe 
cu nimic generalitatea studiului intreprins, observatia privitoare 
la acest aspect, din. 84. ΤΙ pă „răminind valabilă si în acest caz. 

“Teoremele dé mai sus: arată faptul că a rezolva, problema, iniţială, 
(4.1) — (4.2) —(4:3) este echivalent, într-un anume. sens, cu à rezolva 
problema (4.39). Rezolvarea acestei ultime probleme in ipotezele 
(4. 31) şi (4.38) este însă, de cele mai multe ori imposibilă. De aceea, 
în cazurile practice, s-a impus folosirea Wor metode aproximative 
de tip Ritz-Galerkin.iÎn aceste metode soluţia. ᾧ se caută intr:0 apro- 
ximatie finit dimensională V» a spatiului V. Acest lueru. permite 
veducerea rezolvării problemei ` (4.39) la rezolvarea sistemului de. 
ecuaţii diferenţiale liniare 


N dă 1 | AM ` RA ; " 
C „(9 Φα + Bat; e, En = fi Μο 440) 


=l αρ do ^ | 


unde { EZ pet smt. coeficienții necunoscuți dni: scrierea ΠΠ aproxi- 


mative UA in baza tei “dată; a spațiului discret Vy ( sub. forma. 
' m LE t 
dy - Ὁ we) x 

j-1 


Funcţiile {οι} cunoscute, ce alcătuiese o bază a με EN 
se. numesc funcții: de formă... 
Coeficientii {φμ din serierea in baza τοι a soluţiei discrete d; 

se numesc grade de libertate ale procesului deseris de problema (4. 1)— 
(4.2) —(4.3). n4 

:  "Difieultatea majori a metodei prezentate: mai sus constă in 
realizarea caleulabilititii -acesteia (construirea, într-o manieră ce 
poate fi implementată pe. calculator, a spaţiului :V,. şi a bazei sale 

1041). Acest lucru este „realizat de metoda: elementului finit. | 
„+. Ideea, de bază a metodei este, simplă. Ea constă în impárt ţirea. 
structurii sau a regiunii studiate in: elemente. miei (de unde numele 
de „element finit”, “dat metodei). Aceste, elemente trebuie să fie uşor 
de identificat. gi memorat. pe calculator; in cele mai multe: situații 
sint triunghiuri sau patrulatere (tetraedre sau prisme, . în spaţiu). 
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Pe fiecare element funcţiile de formi sint date si sint relativ simple; ; 
în mod normal’ polinoame d» grad nu prea mare. Condiţiile pe fron- 
tieră sint impuse local, de-a; ‘lungul laturilor elementelor finite adia- . 
cente frontierei, manieră uşor de implementat chiar si în cazul unei 
frontiere complicate. Acuratetea calculului “poate, fi imbunitátità 
prin rafinarea retelei si nu prin includerea unor funcţii «le formă mai 
“complicate, eum. recomandit metoda Ritz clasică.. 
Coneluzionind, metoda elementului. finit este caracterizată de. 
următoarele trei ` aspecte de bază în construcția spaţiului Y. 
(MEPI) primul aspect si cel mai important este construcția unei reţele 
«7; peste domeniul D (în literatura de e șpeciulitate s-a ineetátenitterme- 
nul: de triangulatie pentru reţeaua 73, deoarece primele aplieati ii ale 
metodei au utilizat retele eu: ochiuri triunghiulare) astfel încit : 


a).D = U K 


)(V) Ke7,, E éste închisă, iar KE O; 


ο) (Y) KisK,e 75, Kin K, — b și An No=lun virf, sau 
| o laturá 
ME și Kcu proprietatea οἵ intersectia lor este un virf sau o latyră 
se numesc triunghiuri adiacente ; 
d) (V) Ke Z λ OK este Lipschitz-continuá. 
“Se numeşte triangulatie. regulată o triangulatie 7, cu ürmitoarcle 
proprietăţi : ΩΝ bet 
ires eT σι „de, referinţă, astfel încât (3) F "k ο functie afină 
unică ŞI, inversabilă eu proprietatea.cá.(V) Ke In KK - F κας: » 
ii): (8): σε R constantă, astfel incit (V) & 7; diam (K)/px ς 
Cu pp =: SUD: (diam (B)/B bilă e 46 y iz nid 


iii) A = max į diam (K 2o 0. | 
Ar KEZ} ᾽ ; 

i Unei astfel de triangulatii: i se asociază un spaţiu Va ile funetii ' 
-definite pe D-a căror restricție pe fiecare triunghi: K aparţinsi unui 
spaţiu finit dimensional Py de funcţii definite peste mulţimea tri- . 
“unghiurilor K. Este evident;cá spaţiul V; este dependent de ο anu-. 
mită triangulaţie 7^ si de spaţiile ὃς, Ke 25. Οἱ proprietate impor- 
tanti a spaţiului. Y, este dată de următoarea teoremă : 


TEOREMA 46. Dacă. P; c HHK) (V). e 45 şi Y; c CAD) atunci. 
V4 c HD). In plus dacă 20 op = 0 (V) we Và atunci V, e ΠΡ). 
Pentru demonstraţie se trimite la Ciarlet (1979), eap. 2 2 τα. th. 2 Αα, 
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Aceste rezultate permit să se;continue studiul la nivel local; (adici 
în spatiul Py si nu; in, V;), revenirea la global (adică la, spaţiul V;) 
μιά Danus iei ot ER Pa Tuae 

(MEF2) ΑΙ doilea aspect de bază al metodei elementului finit 
este acela, că funcțiile w e V; sint polinoame pe porţiuni, în sensul 
că pentru fiecare Ke 75. spaţiile Pj — {w |g/we V5; sint spatii de 
„polinoame. Această cerinţă, implică mari facilități de calcul si; este 
esențială în demonstrarea convergenței metodei; a ineluziunilor 
Pr e H(X) si V αι CD) din ipoteza teoremei 4,6. 

ΟΕ), AL treilea, aspeet fundamental al metodei elementului 

finit este construcția unei baze, a: spațiului V cu suporturi mici. 
„Această, cerinţă este indreptăţită de marile “facilităţi de: calcul: pe 
care indeplinirea, ei le antrenează în rezolvarea, sistemului (4.40). 
Intr-adevăr, din definiţia coeficientilor matricii de masă, respectiv 
matricii de rigiditate (această terminologic rezultată din problemele 
de elasticitate s-a generalizat in literatura" de specialitate pentru. 
toate cazurile in care respectivele matrici αρα). anume :. îi 


My = (Pi Φῃ)ο-- io; dv Ys | 
"Dt x 
Ναὶ aiis . qu a: 
μισο (ὃς φι («x Piep Phap m OUY, Piep PTS zar (4.41) 
=1 " A-1 i i 


w t 


„rezultă οὔ; aceştia se anulează. ori de: cite ori măsura „de a inter- 
secției suporturilor funcţiilor de bază o; si o; este zero. În cazul in 
care aspectul (MEF3) este îndeplinit, conform argumentului de mai. 
sus, mulţi .coeficienţi ai matricilor de masă si de rigiditate vor fi 
nuli, ceea, ce implică raritatea acestor matrici: (matrici în care numá- 
rul elementelor nule depăşesc: cu mult pe celal elementelor nenule). 
Pentru matricile rare există algoritmi eficienți de memorare si inver- 
sare economicoasă, a acestora. . e i Le 
| Pentru fiecare triunghi K si spaţiu polinomial asociat P; mulți- 
mea 2 a; gradelor de libertate ! 7, este un set finit de forme liniar 
independente definite pe Pj. Prin definiţie mulţimea X este Py uni- 
solventă în. sensul următor `` nm πι MOT 
(V) ace, i = 1,» (3) p o funcție unică în Pi astfel incit 
Ops lxicn fa 
-Tn:consecintàá (3) funcții p; e P; 1 si su care satisfac 


9.(p;) = d 1. <j <a 
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, x αἴ ^od AA 

De! aici (v) pe Pas p= = x dip)p; 

nt ET 

„Aspectele discutate mai sus sint generale si de nv specifice tutu- 

ror tipurilor de metode de element: finit; (Ritz, Galerkin, colocatiei, 

mixte, hibride ete.), În continuare; urmind recomandările: din Withers- 

poon si Neuman (1973) cît si datorită imposibilității găsirii unei 

funcționale. simetrice, atasabile ecuaţiei (4. 1), esenţială în metoda 
Ritz, se prezintă metoda Galerkin. " | 


MetodaGalerkin. este ο metodă de tip element finit de rezolvare, 
într-un spaţiu finit dimensional V;, a problemei discrete asociată, 
problemei variationale (4.39). Această metodi este prezentată in 
“detaliu de Whiteman o mp i ( 976 si apr $8; Marchouk (1930), 
ος, şi: Maweovitz (1981)... 


„Avind în vedere proprietăţile fuietiloN din V3 eit Si pentru 
uşurinţa calculelor se vor scrie relaţiile pe eare le verifică la nivel de 
element. finit, ; revenirea la global, Ja spatiul iji Tácindu-se. într-un 
mod natural. | 


Înainte de a trece la PREY Ci Acido. propriu- zisé,; se và 
distinge: între indicele gradului de libertate si numărul de ordine al 
gradului de. Libertate (Oden si Reddy, 1976). Là: nivel local, de element 
finit, gradele de libertate sint numerotate in ordinea de pareurg gere 
trieonometriei începînd cu cel mai de jos si niai din stinga, de la 
valoarea, unu la ny, crescător. Cind se va lucra la nivel de element 
finit, deci în Py, indexarea gradelor de libertate va avea semnificaţia, 
:de mai sus. La nivel global, pe tot domeniul D gradele de libertate 
ale triangulației sint numerotate astfel incit să fie minimizată eN- 

presia 


} 


max T ας Jis EN pe in (4. 42) 


unde m; este: iurat liniei primului element nenul din coloana i 
al matricii de masă sau de rigiditate. 


in literatura de specialit ate expr esia. aL 49} se numeşte semibanda 
matricii respective. Cind reţeaua, este prea complicată, iar. minimiza- 
rea expresiei (4.12) nu poate fi realizată empirie, Hinton si Ow en 
(1981) recomandă folosire: algoritmului lui Cuthill-Mekee de renu- 
merotare a gradelor de libertate astfel incit să se obţină 0. matrice cu 
TO semibandă. minimă. ` 


Numărul de ordine al gradelor. de. libertate va u^ cuprins între 

unu Ri N. Cind se va lucera global, adică in V5, indexarea gradelor 

de libertate va semnitica deci numărul de ordine al aces mts in 
sensul definit mai sus. 


14--ο. 891 . 909 


Pentru 1 un Ke 7; momentan fixat, dar altfel « oar CATE, se caută 


soluția problemei discrete asociate! spațiului PL şi ecuației (4.39) 
de forma | f x r 


"nay - di 


mu XX V as yet) (433) 


“i=l j=l a 


TERI fan meets AL. T ή." APUL. c. 
unde veK, (asi sint coordonatele nodurilor elementului finit. Ι΄ 


nu £ 


CU Ἐκ τι n i (nng semnifică numărul'de noduri ale elementului finit 


t=l. 


T iar. p numărul de; grade de libertate NR nod. al 17:1 ANNE 


lui), iar | o£]; 5 sint funcțiile de formă ale spatiului Py 
Metoda. Galerkin constă în a introduce în ecuatia (4. 39) în în “care 


V = Pj relaţia (4.43) şi a alege succesiv pe 10 eof, j=1, ng Se 
obţine un sistem. de n κ ecuaţii diferenţiale liniare cu matrici: const: inte 
Şi semipozitiv detinite care are ca soluţie eefieientii: necunoscuţi 
ARĂ din scrierea funcției WË în baza, Poat TET 
-Fie acest sistem- local. 


ag dud P nep Jy 
hei Ks —H (of, 9j )o ) t y. urale; of, of) —1f(o) 1 sisu. tia) 
-l. dt: μπι : 

Sau matricial 


uc Hiek. 3 
ME UM TRUM siiis k ^ (444b) 


În  formulele de mai Sus s-a presupus că πα discretă aso- 


„ciată lui (4.39) este omogená pe frontiere ; i in eaz contrar, se omogeni- 


E 


zează mai intii: aceste condiţii, i iar apoi sé iniţializează "demersul de: 


mai sus, cu:singura deosebire că termenul liber- al sistemului (4. 44) 
va fi mai complicat, Acest; rat ionament. va. fi făcut ori de. eite ori 
este nevoie ; de aceea, in cele ce urmează, se consideră doar probleme 
omogene pe frontieră, fără à pierde prin aceasta din generalitate. 
Se observă cá în. cazul î in care. elementul K este mar ginal (adică 
are cel puţin un nod pè frontieră ă) sistemul de écuatii diferenţiale 
teg 44) se reduce cu numărul gradelor de libert ate aflate. pe fronţieră, 
care din. omogenitatea condiţiilor la limită sint nule. 
i Trecerca de la spațiul P la spațiul VA se tace acum, în mod natu- 
ral: (ținind seama de construcția lui V3) astfel ` 


wu αγ -- y Qo c να 45) 


KESI 
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Datorită relaţiei (4.43) va. satisface, sistemul de ecuații diferenţiale 
(4.40) sau matricial: | 


Eri vane uan | (4.46) 


cu condiţii la limită omogene si condiţii initiale de forma 


dA(0, 2) = yla) ze D 
S-a notat cu : li hi 
M= y MR- Σ RE gi apti 

T 


΄ 
κ Μη, E BETA NET; 


Pentru a evita orice. confuzie, privind, semnificaţia sumelor de 
mai sus se menţionează faptul că; înainte de a le efectua s-au trans- 
latat indicii i, j ai gradelor. de libertate, din fiecare element K, 
“în 7, J, numerele de ordine corespunzătoare. Cu aceasta, matrieile 

ME, RE si vectorul 15, (V) Ke 7, se vor expanda pini la dimensiu- 
nile N x N, respectiv, N, devenind matrici, respectiv vector rar, 
avind doar acele componente. nenule. cae corespund componentelor 
din scrierea condensată. | Formalizat , acéasta inseamnă’ că dacă se 
notează cu M^, RE, i* pentru un K dat, dar altfel oarecare, matricile, 
respectiv.. vectorul expandat, atunci: i 


[mä dacă 1.1... r5 dacă i-l 
më = 3 j=j FE = ji 
0 in rest | 0 în rest - 
K dacă i 1. ge : - 
τε „dacă i—I í Pare ΡΊ - 
18 PAS Y Nu Ἡν ο OE UN R4) = lg 6 
„0, 1n. rest a | 


În practică, din considerente de economie. de memorie, calcula- 
„tor, tehnica de expandare descrisă mai sus este inoperantă. De aceea 
se utilizează.:o tehnică echivalentă, care foloseşte însă matricile con- 
densate. Această tehnică se bazează: pe observaţia că în sumele de 
mai sus; pentru un grad de libertate fixat, tie acesta I, contribuie 
numai acele triunghiuri care il contin, deci care sint adiacente (Bathe 
$i Wilseq; 1976)... "ui WE. | | 
Cum (4.46) este un sistem de ecuaţii diferențiale liniare in t, 
o alegere convenabilă a unor tehnici de discretizare a timpului va 
genera soluţii aproximative, calculabile; ale problemei discrete aso- 
ciate lui(4.39) si spaţiului Va. ri | M | 
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Priüielo PAE AN în acest domeniu au fost obţinute. de: Dou- 
glas şi Dupont în 1970. Acestia folosesc pentru discretizarea tinipului 
scheme cu diferente de tip Crank-Nicolson. Impunind caöy/ot 5i 
19 ψ/ϑδαγ ει să fie dublu diferentiabile în raport cu t, 0?4/61? si 


1058/02, 0091, să fie uniform mürginite pe D x (0, T) autorii citați 
arată că 


lu "nm T i da den οί τ 


unde: indexarea superioară semnifică faptul că funcţiile au fost 
calculate în al n-lea pun di de diseretizare a intervalului de timp, 
„adică t = mr "y 


IM este norma in LD), adică || ll = (Ὁ, ΠΕ 


"este soluţia aproximativă a sistemului (4. 46) obtinutà prin 
metoda preconizată: de autorii citati. ^ 
Inconvenientele principale ale acestei metode sint: 
e implică restricţii asupra pasului ηλ discretizare τ; 
— implică restricţii asupra soluției 5$; - 
|, — mu caracterizează decit calitativ si doar din punet de f cte 
al diseretizárii timpului eroarea- metodei ; ; 
— nu explicitează dependenţa 'de condiţiile initiale. si de terme- 
nul neomogen::: = 
În 1972, Hlavácek aplicá tehnicile din Douglas şi Dupont. (1970) 
la interpolári de gradul doi in t si interpolári de. gradul trei in î (faţă 
de metoda Crank-N ieolson care este ο Qu polare de grad: unu) opti- 
nind urmátoarele rezultate : : 


N pe — |, = 0(z5), respectiv | 
i — vel = oc) 


Aceleasi obiecţii ea; pentru rinato din Douglas si “Dupont 
(1970) pot. fi ridicate şi teoremelor lui ολ) (1972). 
ode 1974 Zlamal. impunind ca $e H'(D)'si τς ολ, Carat οὔ 


si | y — Vb = sg QUE gs L 4- τ) pentru. schema. eu: diferente regrosive 
ο δὲ = max (po4-3,4). 


ΠΟ vs Be = OE) pentru schema Crank-Nicolson - si 
| e penas: (p 316). 1o 


Jd — ra n: = O( +73), pentru schema, Calahan si 
ni = max(p.-+ 1,8). 


ο ere + EA și BAe T i este conditia foarte: restrictivă 
ca ve H'(D). Într-adevăr, în practică, cel mai des. utilizat, : atât 
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ir t MI 


ea, i dă iită ea! dar- in primul rind ca eto de caleul implicat, seti 
spaţiul H4. 


Toate aceste rezultate. τὸ 

et. 36); metodele multipas lom: m 1915. si 1916). 
Se consideră, x 

dj 

„dt. 


Conform lucrării lui Henrici (1962), metoda multipas în. k-pasi 
pentru inue: de: mai sus este 


= gly, t); y(0) = y, (4.47) 


| Υ CH nl E: η g,g*?. m = ee μὸν cu us Br ES 0 


jaù 


΄ 


"nde: gy” este aproximatia. soluţiei (m σὴ, i jar. gh HE P y", pes 
Ὃ se notează. cu l 


πμ. g ag han apta, i agp) 


E 


i cu y perie atunci ecuaţia de mai sus se serie | | 
yc G(y) - τα ibid 404048) 
Cu acestea se enunță următoarea teoremă : | 


TEOREMA 4.7. Dacă G :R o este o DUM aăjcă (3). Ur con- 
stantă subunitară, astfel incit λα | 


ly () p y eR] Go) — G [1E Ciu 
atunci | 

(i) ecuaţia (4. 43) are soluție UMC E EE E aia 

(ii) (V)y? dat, sirul Ui cu y^ *1 = Gi") converge către y cu viteza 
«e convergenţă. C^ tyr =y? |/(1—C). ad 

Pentru demonstratie a se vedea Henrici (1962), cap.5, 
teorema 5.4. . 

Teorema 4.7 arată οὔ ecuatia discretă (4. 48). obtinutá pid metoda 

multipas din problema: (4.47) are soluţie unică. - 

Jtezolvind si diseretizind -cu această metoda sistenul (a: 16) ; se 
obţine jo fal 3 


«ία M. “ιβ 9 mm X ad om m ducas | κά 

j-9 ᾿ KD P {τοι teiul îi Cg 
Dindu-se 49, Dlr, ee VERL 1 (desigur 19, va aproxima cit mai bine 
pe 4,) zalori de start calculate prin alte metode de o acuratețe com- 
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LA aaa cu cea a metodei multipas, se pot deduce recursiv din, (4.49) 
valorile lui (54. Cu aceasta problema (4.39) s-a redus la a:rezolva 
la fiecare pas de timp un Sem algebric de ecuaţii. liniare.cu acceaşi 
matrice B = αι M + «p, R . Această matrice este semipozitiv. defi- 
nitá (căci M si R sint semipozitiv definite, iàr.ay şi Br 7.0, din con- 
ditia de convergență a metodei ; a se vedea 5.9.4. ÎN deci sistemul are: 
soluţie unică. 


4.2.2. Stabilitatea metodei 


“Din punct de vedere al definiţiei si observaţiilor din, 54.1.9 ipro- 
blema variationalá (4.39) este necondiţionat stabilă. Conform 'teore- 
mei 4.4 problema (4.39) depinde continuu. de datele initiale si terme- 
nul neomogen; cu alte cuvinte, problema (4:39) este bine-pusă în. 
.sensul lui Hadamard: Mai mult chiar, se poate arăta că, problema 
(4.39) depinde continuu si de aplicaţia biliniará a Gons 1961, čap. 
IV, $9): 

Ce se poate spune, însă, despre problema discretă asociată sub- 
spațiului V-a şi problemei variationale: (4.39) din punct- de vedere al. 
dependenţei acesteia de datele iniţiale si termenul neomogen'? Răs- 
punsul este că problema, discretă asociată lui (4.39) este «ni iform bine 
pusă, si deci, se poàte construi intotdeauna ^ procedură, neconditio- 
nat. stabilă pentru calculul numeric al lui ὁλ. 

Într- -adevăr, pe baza lucrării lui Strang si Fix (1973), se poate: 
enunta următoarea teoremă. 

TEOREMA 4.8. Problema discretă (4. 46) asociată. spațiului Na gE 
problemei variationale (4. 39) este neconditionat stabilă. 

Cu aceasta mai rămîne de studiat stabilitatea, metodei ος 
utilizată în rezolvarea problemei discrete (4.46). 

Se introduce polinoamele : 


Ῥ(ς) -- p(6) + s τη 
Pe baza lucrărilor lui Henrici (1962) şi Zlámal (1975) se enunță 
următoarea teoremă: dieu 
TEOREMA .4.9.:Dacá rădăcinile 'polinomului p(V) τς sint 
în modul subunitare atunci metoda multipas (4.49) este stabilă. 
plus, dacă sistemul (4. 49) este omogen iar p şi σ sînt subuni- 
tare`ċu rădăcinile de modul unu ale polinomutui p reale si. simple, 
atunci (3) © $i a, constante > 0 astfel încît 


7C QAI < C exp (—ayinz) max | Vă le (Y) m2 E ο 
ΗΝ ΜΥ Μα E. ια ος PIU 


NS 
[Er 
a 


Se observă, că ERIR analogul discret al principiùlui lui Duha- 


mel se poate obține o estimatie de acelaşi tip cu cea de mai sus și d 


pentru cazul neomogen al sistemului (4. 49). 


În incheierea acestui paragraf se va discuta gta 20 3 stabilitatea 
numerică a algoritmilor de rezolvarea sistemului liniar (4.49) atünci 
cind A; pasul reţelei, tinde la zero. Acest aspect nu a fost pomenit în 
$1.1.2. deoarece reţelele g generáte de diferente finite sint foarte regui- 
jn şi permit algoritmilor de rezolvare a sistemelor. algebrice folosi- 
rea. sistematică a restricțiilor ce "decurg: din. consistenţa, discretizării 
laplacrianului (a se vedea $4:1.4.) : la: fiecare pas- de: eliminare gaus- 
siană suma coeficienţilor pe fiecare linie a matricii sistemului alge- 
brie, cît si momentele de ordinul intii se anulează. Pentru reţele de 
element. finit: neregulate aceste restricţii ce garantează- stabilitatea, 
numerică, a algoritmului. do. rezolvare a sistemului algebrie sint extrem 


de dificil de impus. Această dificultate ος studiul aparte ce se 
consacră acestui aspect. a, 


Chiar. dacă teoretic soluţia d. Sgi Eiet indepeuabm gn de 
alegerea bazei, în practică, eroarea de trunchiere cu care este calcu- 


lată valoarea numerică ψ-λ depinde de această alegere. De aceea 
cheia, stabilităţii numerice 'a algoritmălii 'rezidă in “independenţa 
uniform liniară a elementelor bazei 9. Pentru a cuantifica această 
liniar independenţă :a, bazei, Stang și Fix (1973): propun numărul de 
condiţie al ολ B = akM E zB, R,: definit: asttel:. cond. (B) = 


---Ἀμαι(Β Jus (B ) (unde ass. QM sint espeetiv Valoarea proprie 
maximă, minimă a matricii B). 


În cazul în care eţeaua este reg ulată (în sensul definiţiei din 
1.2.1) funcțiile bazei sint uniform liniar: independente. şi. cond (B) < 
TE cu alte cuvinte, valorile proprii: ale matricii B sînt de 

acelaşi ordin de mărime. 


Ce legătură există însă între numărul de condiţie si i stabilitatea, 


maicii la perturbații? Această: ΓΕ este dată de următoarea, 
'Observatie : : ; 


dacă cond (B 3) 10-5 EE ΠΝ 8 pen semnificative se pierd în 
timpul, rezolvării sistemului: liniar Bx= F. 


Dacă s este apropiat de numărul de cifre. semnificative Cores- 
pünzátor preciziei simple a calculatorului pe earé se rezolvă sistemul, 
atunci pentru a proteja acurateţea rezultatului trebuie să: se. lucreze 
in precizie. dublă. 


Observ atia de mai sus se bazează pe faptul cá. 


Fi = |B| < 


max || εἰ PaF p Βδκ| > ama lni | 
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- "6654; ce :iimplică rii; is prost Iunolege bres 
i f Tag aed ias PI Sie ESI 
= - cona(B) FT 

X i EI 

adică. ο: ο... relativi DD a termenului neomogen este 
amplificată in soluţia x cu numărul de condiţie al matricii sistemului. 


-Pentru a obtine o estimare a numărului de conditi ie a“ matricii B «Ὁ 
enunţă. următoarea, lemă (Zlămal, 1975): 


LEMA 4.10. Există o constantă C. depinz înd de problema var iaţională 
$i alegerea. elementului Jinit, .astfel : încât 


„cond (B) « [ope Y (4. 50) 


i Sang si Fix (1973), čap. 5. teaterilá 5.1 "folosind o tehnică. de 
(dona sită atie mai complicată arată în plus că constanta din majora- 


rea (4.50): depinde invers proporțional de din Și crește dacă elementele 
degenerează (adică condițiile de regularitate- ale reţelei qu mai sint 
ae N i 


4.9.3. Eroarea ; de inproximaHen a. „metodei ; 


Βάλις ea de aprositmatio à Abtei Galerkin-multipas ieste dată. 
de următoarea teoremă : | | | 
"TEOREMA „4.11. Dacă (4. 38) este verificată cu, 8, =.0 „ in ipotezele 
ieoremei 4.9 de stabilitate și dacă — 

τα) (3).0,, Ca constante independente. de = - astfel încit. 


(OE, Yo c LAD) max | 4-4] < Cil ls + Cali |l. (V κε [0, Ti 


(ii). (3) € constantă independentă de A, τ şi DA astfel tnett 
(V)f, Pea e LD) lv — Pallo « «0» 2 lpo lle + li tlle ) (V)te [0.7] 
atunci (3)€ "tim de 2 7 Și Ya astfel încît 


max-| j^ — ὑπ] « Οἱ lo — 35.1 tt — 2 lh —- 
 2«m«M { - = c 


SF PM udi) H Ms X 71 + - Hl sos λα, 
„unde s-a notat; cu 


ο παμε 5 ; i ‘91/2: 
ΝΡ = [e douce -- to? ael -- wg, eis diae] 
4 : 39. s Dy K n 3 
NE gu MP 
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D emonsitraftie Demonstratia ce-urméazi se bazează uA ἱμα ürile- 
lui Zlámal (1975) si Enăchescu (1983). ; 
Avind in vedere reprezentarea Ritz a fid v, aceasta se scrie 


ο rw 


cu b — LV si ve V». Dar pe de altă parte, cum 


A S^ — elo slip” — vill tr lox. — Vo. llo; 
iar || i^: — VP llo este majorată, conform condiţiei (îi), nu rămine de 
estimat decit marginea pentru || 62 — $2; [ο- 


Cum d5'este soluţie a ecuaţiei 
(Pas w) Halt; Ya, 1ο) = (1, W) 
iar pe de altă parte alt; ὁ — d, το) =0 (Y yuwe V căci ὦ — ha LV, 


rezultă, avind în vedere proprietățile produsului (Yr si ale formei 
biliniare, relatia 


12 PP 2: i 
(Σ pati, o) + a Σ 5 8; dX 7, DE [ε τω" επ x B; y d ) 
150 0 ix 
unde 
2 | 2 TONY 
b i Y, ( agmen «8, *), o" qo Quer: 3831 duin 
T Me 


Dacá se scade relatia de mai sus tJ did (4.49) se obţine 


(> aje gue DE | afi x B, e" ^, ο] = (z" — o", w) cu e Vy 


(4.52) 
unde s-a notat cuie = d» — $5. 


Contorm celor arătate mai sus, pentru a [οσα τ inegalitatea (4 .51) 

este suficient a arăta. că soluţia ecuaţiei (4.92); vetificá această ine- 
valitate. Esenţa demonstraţiei va consta în a rezolva, conform teh- 
nicii prezentate de Henrici (1962) ecuaţia: de mai sus: și a majora 
joa Sa, În conformitate cu ipotezele teoremei, . pentru a „obţine 

relaţia (4 .91). 

Se alege 4—M-??5 (cu vector bază in: Vi); atunci s" =(e")'w 
(căci. e e Va). 

Se notează cu: S -M-^ Rai; S este matrice pozitiv: definită. Se 

observă imediat ci; deoarece (9, ὁ ο —Msia(t; o, 9') = R atunci 
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(ιο, το’ ; w 1 şi a; 10) 10’) = 8. 'Înlocuind cümpoheritele ' tti; πας 
= l, n n ale m w in (4. 52) se obţine 
b (ajI + 8,zS)e" t — e" 
ERT j=0 | 
unde ο = (z" — o", m). 
Se notează cu 


δ/(8) == Nu "p re ety =.0,12, (δ.(5) =. 1), q” — (esI ED 78.5) Us. 
TEN HA A Bas 


(matricea al + TBS este pozitiv definită deoarece: Isi S sint pozi- 
tiv definite iar a, $i B, sint ως j deci existi invers sa acestei ma- 
evene Atunci á : 


uS δ π8) e"! la (4.53) 
jje0: 


Tehniea de ad a sistemului (4 .03) este analogă cu cea utilizată, 


în σσ teoremei 4.9 de Ai bllitote. Fie ο ον Ul (5) 
aseo. definiti: astfel.” | 


ο. 
nus 8) 


Ca in demonstraţia teoremei 4.8 se arată. că O = Sup dl < o si 


[δε(ς) + + δι(5)ζ "N99ls) 52 ]- 1 vo(8) P ns). 2E 


că este adevărată identiti 


[7E ἈΝΆ. 2/5 xt y. A 1 1 TU! 
(8) γι{ϑ) + SP n-i(9) = &,(s) δή ya 
Seriind sistemul (4 e» ceu —2—1 în loe de m, inmultind cu (23) . 


și sumind după { = 0,1,..., m —2 se obtine, dupá o grupare convena- 
bili. 


e^ = [p ΜΝ 78) + Sol S) yn-a( 25) et — 


ση) i : 

κ d ae 2 ΠΝ A R αμήν 

Coeficientii 9;(s) sint funcții mărginite: în intervalul [0, T]; rezultă, 

| SS) = max |5,(3)] < sup | δγ(5)! = C. Cum si coeficienţii nis 
sint márginiti (din cele de ra sus), rezultă 

el, =l — 45. — (Q7 — M) «ly. — pado sk I — dà S: 


< Ip —: llo. + Ολ: (llo ls +I EU). 
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Deci Us iP LIE mit ib iiti 
ilo + lea el ο ο. CX*Clldulls + Iila 
Pe de altă parte | (d | 

| “am « IKesI4- PUE e I < az" le" 
Cu aceasta, din (4. 54) rezultă οὔ 


ej < ο [το] * relie E je i) 


Cum | erho = (ε")ίιο, ως” = [[ε" [ή 
se obţine 


| «"]ο < Obor bal ο ο... into del 


Pentru a νησι demonstr atia se di ο majorare pentru || en "Dacă 
te LYD) sii = j^ eV, este proiecția ortogonală alui f in V, în norma 
llelo se: deduce ușor οὔ T -(f, w) si οὔ [il <lill Deoarece 
ος îl, d [1]! «το. Cu aceste consideraţii 


IAE sl ΠΣ lo 


Pentru a estiina |! zi se util Ca faptul că metoda multipas folosită 
este. de ordinul: doi.. Ace asta. înseamnă că 


PAN 
2 d . i n E ο ΠΟ αι ον | 
TA (αι να spy) = otet max Lm FM) ! 

Baa j=0 y Ν , 0 «κ 2-2. FU DI 


Formula de mai sus rezultă imediát dacă se: Elo cos. o, ca funcție 
de £, in serie Taylor, i în jurul punctului mz. U tilizind ipoteza (i). din 
enunţul teor Suh rezultă 


1 "y lo < οτή [ψο[- + + EIS). 


Cit priveşte ο) majorare pentru e aceasta rezultă imediat din ipo- 
teza n. Cu acestea ; 


ΤΟ, sole tito 


92:0 


Stringind acum majorările parţiale: se obţine. formula (4.51) din 
enunţul teoremei. i τα ed. 
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Observaţii (1). În cazul omogen al problemei diserete, Zlámal (1975) 
demonstrează, fără ipotezele (i) i (ii) că 


q &11i < 00 


| - n "us | zt ; l T 
sup | — 9, < «Ix iw IV! — Vals 1- 0*1 2-2) log DUI 


unde q este ERT metodei multipas, k = max ( DL q) iar 
$e H5(D). i 

(2) Ordinul de aproximație al metodei Zlámal este comparabil 
eu cel al schemelor cu diferente implicite eu două sau trei straturi. 


4.2.4. Consistenta metodei 


Ca si in cazul stabilităţii, se studiază, pe rind consistenţa titi 
Galerkin şi apoi consistenţa metodei multipas. 


„Conform. definiţiei din. $4.1.4. . consistenţa; metodei constă. în 
gradul de. aproximare: al. operator ului-9 de către operatorul discret 
introdus: de metoda respectivă (în cazul schemelor cu diferente acest 
grad este dat de rata cu care relaţia (4.16) converge la 0). Cum dn 
cazul formulării variationale (4.39) locul operatorului este luat de 
funetionala biliniari a(t; v, w), consistenţa, metodei Galerkin να 
insemna aici gradul de: aproximare. al funetionalei alt; v, w) de 
către “functionala - discretă folosită efectiv . in: alcule, notată 
a(t; v, ic). Funetionala discretăa, apare din iA bilete evaluării 
exacte a integralelor ce definesc coeficienții matricii de rigiditate 
$ru} (formula. (4. 41)). Deaici, înlocuirea acestor integrale prin scheme 
de cuadraturd: de forma 


eto da Y [OS xt (b; xk): 


; decl 
r4 


unde c,; sint. ponderile iar Ὁ; κ sînt nodurile for mulei de euadraturá. 
Pentru simplificare, se vor considera, Ox > 0'iar b,xe-H. 


in acest eaz, conform. relaţiei (4. 41) si definiţiei schemei de 
euadrotu ă | 


| iiA hd Mdh s 
walt; oj 10) = XY M ei[0 Y, (Verwer) brs) — 
Ke€g7ji-l did 


| 00cm y (tao bag) 3s (oto) (br, n 
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Cu. aceste notatii;si definiţii, conditia: de consistenţă d metodei 
Galer kin: este 

(ἐς ba; 10) — aalt; Va, w)l. eU 

lim sup Isa 0) — mnt; ny t) iu. (4.55) 

να cu TP ae dL ; 

În cazul în care problema (4. 39) este neomogenă, iar functionala 

liniară f nu poate fi evaluată, exact οἱ utilizind.o, schemă, de. euadr a- 
tură ă, atunci la condiția (4. 55) se. va mai adăuga si condiția 


Nm sup Aio) Ὠίω)]..... 


(A0 ve, i] ilo |l 
unde bw) = ΥΠΟ οὶ x (Bwo)(b; κ). 
Ke7g,l-1 i 


Trebuie menționat că în cazul în care in, locul ιοί ionalei exacte 
a se lucrează cu functionala discretă aa metoda, Galerkin nu mai, este 
necondiţionat; stabili. În acest caz, verificarea relati iei (4.38) cu 
BETON uniform pentru (V) A (condiţie cunoscută în literatura de 
specialitate si sub numele de uniform V» — elipticitate) se constituie 
într-o. conditi ie suficientă de stabilitate a metodei Galerkin. Teorema. 
4312; , Ciarlet t (1979) dá conditii suficiente pentru ca metoda, Galerkin 
să tie stabilă. i 


tevenind la problema consistenţei metodei Galerkin, se enunță 
următoarea teoremă : 


TROREMA 4.12. Pie Zi 9. triangulatie regulată cu kt elementul de 
referință. “Pentru un întreg k > 1, fie ~ 


(1). b = PÊ), adică spaţiul umeţiilor. de formă să fie egal ση 
T polinoamelor de grad k definite pe ο κα de referință i; d 


(i) (V) we PaP), E ο (10) E wlx) Ev, -- X opw (bie a 0 
hs 


atunci există ο constantă. Ὁ independentă de K € T λ astfel încit 
(V) v, we P,(K) 


| Eg(ateq002;) | :& CA | ᾱ|[κ,οο.κ llt lac 106 lk. 
| Ἐκ(ύποεμο)! < CX [03 [νου [f [κ.α 10 lo. (4.56) 
| Eg(sow)|. s- Oak [IS [lico ac l0 cac 120 lo. 
unde | eleme. = = bs [sup Kx v|],. 
xEA 


Jolla = (x [ση ραν) 


αἱ sk 
N 


iar |-hg sib |“ lox reprezintă seminorma 1, respectiv 0, pe K. 
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"Demonstràátia acestei teoreme, cáre necesită un aparat matematic’ 
ce depăşeşte în complexitate scopul acestei cărți, se găseşte în lucrarea 
lui Ciarlet (1979), teorema 1.1.4, Veorema citată nu demonstrează 
decit prima egalitate din grupul notat (4.56). Demonstratia celorlalte 
două, inegalităţi este analogă ; „de aceea este, lăsată ca exer citiu citi- 
torului. ! 

"Teorema 4:19 dă o estimare “locatie Me consistentei, metodei 
Galerkin, din' care, consistenţa! »2lobali" (pe tot domeniul D) s 
deduce aplieind inegalitatea: Cauchy-Sehwarz, . „căci -constantele © 
mu depind de K. 

În cazul în care problema (4.39) este neomogenă, teorema 4. 1. Dai 
Ciarlet (1979) dă, in aceleaşi ipoteze ca. teorema 4.19, o majorare 
„locală? a erorii introduse de folosirea schemei : de cuadratură în 
estimarea termenului neomogen.' 

Cu acestea se conchide ` urmátóarele : i 

— în eazul in care functionala biliniară iat; v, w) poate, fi esti- 
mată exact atunci . metoda Galerkin este. consistentă; . 

— în cazul in care functionala biliniară a(t; v, w) este Aproxi- 
mată prin funetionala a(t; v, w) atunci, conform. teoremei 4. 12, 
metoda Galerkin este consistentă, dacă sint îndeplinite condiţiile 
(i) şi (ii), în special condiţia (ii) care cere ca schema de cuadratură 
să fie exactă pentru polinoame de grad. 2k —2 definite pe k cind 

n studiază în contin: uare, pe baza: lucrării, lui Henrici: (1962), 
consistenţa metodei multipas. 

| Se consideră problema omogenă. În acest caz, dacă. se notează 


ceu = LR si eu. G(y) NE a (a NL +.. + ag"), atunci 
αι 
y = G(y) 


şi TR unui rationament analog eu cel din $4.1.4, metoda multi- 
pas este consistentà' dacă | 


p +. L| | 0 νι. 


unde în acest caz L(y) =y κ. 


Dezvoltind in serie Taylor pe: în jurul: '. aa k^, relația 
de mai sus devine ! 


e a FSE 


` 


^4 4j 


ma -- 
ν L] 


TU (ks + bt |- 


1 
Σὰ Meoy( Ie) + e, zy (E) -- -H ea ym) H-... i 
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unde 
Co = αρ + ot... Fie 
αι 2e. -- ani. + lay a dk: 


e 
|. 


e Τη artă νο e. pte uxo q—2,3, ..- 
a! | ΠΟΙ 
Pentru ea metoda multipas să fie consistentă trebuie ea ον ες Ὁ 
si e, = 0, in Roest caz condiția de consistenti, devenind 


[ez da ν.μ] = 


care tinde evident la zero cînd 290. 


În termeni de κ». caracteristice, condiția , de. consistență, 
se exprimă | astfel. 


τ] ej" (- uni sub act (kr) --... |. 


ρ(1) = 0. E e à) x 1 (4.57 a) 


Sau, pentru problema. ea 5 ; | | 
ρί1) — 0 si-e'(1) = o(1) (4.57 Ὁ) 


În literatura de τον q cu proprietatea CĂ ey — c —... 
04 =0 si Casa £'0 se numeşte ordinul consistenţei metodei {ή 
Acest ordin indică cit de bine aproximează operator ul discret intro- 
dus de metoda multipas operatorul continuu L(y) = (0: 


4.2.5. Condiţiile pe îrontieră ale metodei 


„EP Fieqor teară operatorului 5 din (4.3) și 2m eu m = 1 ordinul 
operatorului e din (4. 1. . 
Se numese condiții esenţiale sau stabile, condiţiile pentru. care 
q < m. Se numesc conditi naturale, condiţiile pentru. care. q. >. m.. 
Cu aceste definiții, condițiile Dirichlet sint condiții esențiale, 
căci β AV 0, q =0 <1 =m, iar condițiile Neumann sint condiţii 
naturale, căci B — 0, q—121- m. j 
Oden si Reddy (197 6) dau, legat de nof iunile introduse mai sus, 


9 import tantá caracterizare a posibilităţilor de formulare variat ională, 
a problemei (4. b) 2e 2) — (4.3). 
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TEOREMA 4.13. O condiție necesară ca muri d (4. MR aed 3) - 
să admită o for mulare var iaţională este σα. 


i 


ΗΝ —1l- ps hi, ΠΠ I mon S 


eu r — 1 numărul conditiilor ΣΙ Tt 

xj NUMETC: ο... mulţimii (0, 1,...,m—1] astfel încît qo du 
ΗΕ Prais- ePm- să dea într- -0 ordine arbitrară e i numerele 

0, 1,...,—1. 

Demonstrația necesitind cunostinte mai Sofisti cha decit cele 
introduse pin acum, cei, interesati Sint trimişi la lucrările autorilor 
citați. i : 

În cazul problâmei ` (4. 1)—(4.2 —(4:3) cu condiţii Dirichlet, 
k = 0, qo = 0, q£ {0}; în cazul aceleiaşi probleme eu conditii 
Neumann : însă, k = 0, qo = 1 = 2.1 --ᾱ-- 2-9; Do =:0, poe107, ceea 
„ce confirmă $4.9 1. anume cá problema (4.1)--(4. 2)—(4. 3), fie. cu 

condiţii DificHfeb fie cu condiţii! „Neumann pe frontieră, admite 0 
formulare variationali. EC 

Legat de modul în care se introduce în calculul - 'ariat ional con- 
ditiile pe frontieră, trebuie făcute următoarele remarci : t 

— conditiile esenţiale trebuie impuse; =. 

E condiţiile naturale. sînt verificate automat. 

Într-adevăr, aplieind formula lüi Green 1 in formulare ea ULM io- 
nali (4.39) se „obţine 


iesu C as (LO 10) FNE wdy Ps (I, 00), 
Jy Y i V 


et 
ðD 
sau, altfel scris : ` 
| (zi + Ay "ipis a I wdy = 0 (4.58). 
ot ôn ' 
D i . oD 


“În cazul condițiilor Dirichlet, dacă w e Hi(D) din. (4.58) rezultă 
imediat faptul că problema, (4. 39) implică problema (4. 1)--(4. 2) — 
(4.3); reciproc, dacă ᾧ este soluţie a problemei (4.1) —(4.2) —(4.3) 
eu condiţii Diriehlet pe frontieră atunci; din (4.58) rezultă 


e adl 

AN VE way — 0 (Yw 
ο}. en r3 wi 
| 9D 


ceea ce implică w e TI( D) $i deci y'este soluţie a problemei variatio- 
nale (4.39). ο DR) Ἐπηθίσοτά ». 
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Raționamentul: de mai: sus: justified: astfel faptul cá în.cazul 
condiţiilor pe frontieră de tip Dirichlet, deci în cazul: condiţiilor esen- 
tiale, cind By, = Y = 0 pe [0; T] x QD, pentru: ea solutia proble- 
mei variationale (4.43) si fie soluţie şi a problemei (4.1) —(4.2)—(4.3); 
trebuie să se impună ca ve Hi(D), adică VW lop. 3.0; NJ ini 

În cazul condiţiilor Neumann, dacă w e HD) din (4.58) rezultă, 


aj: E iod. e 
( pean QU τ da —'0 si| lZ dy = 0 (Y); 
ô s | 


ON 


Q 


ΣΤ aD 


dacă ᾧ, soluţie a problemei (4.39), este si soluţie a problemei (4.1) — 
(4.2) —(4.3) ; reciproc, dacă W este soluție a problemei (4.1) —(4.2) 
(4.3) eu condiţii Neumann pe frontieră, atunci rezultă imediat că 
este soluţie a problemei variatilonale (4.39) (v) 10 ε H1 (DP | 
„Acest raţionament justifică faptul că, in cazul! condiţiilor pe 
frontieră de tip Neumann, deci în cazul conditiilor naturale cînd 
By = 0U/ân — 0 pe [0; T'].x 2D, soluţia problemei (4.1) — (4.2)— 
(4.3) este si soluţie a problemei variationale (4.39) fără nici ο restric- 
Tie suplimentară, condiţia, pe frontieră (4.8) xeriticindu-se de la sine. 
Cum se impun condiţiile esenţiale în cazul demersului: variatio- 
ma] τα | "n 
„Din faptul că mulțimea gradelor de libertate este. P, — unisol- 
ventá pentru orice K εἰ, în particular si pentru acele triunghiuri 
K’ adiacente frontierei ôD, cum: Uil e: Par, rezultă, pentru uh 
nod ae ôD l Mie ΘΛ | 


τ | 


|, 
: i a ; l 
i d Ik" (t, 2) = y wt) Qi (a) = b (t) = 0 
Ἴ E ΠΕΣ, 3 
căci condițiile Dirichlet sint omogene. | | | 
„Relaţia de mai sus semnifică faptul că în cazul condiţiilor esen- 
fiale gradele de libertate, cu alte “cuvinte coeficienții nedeterminati 
ai soluţiei discrete, aflate pe frontiera 0D sint initializate,' deci cunos- 
cute a priori. De aceea sistemul de ecuaţii diferenţiale (4.40) sau siste- 
mul algebric (4.46) îşi va reduce ordinul cu numărul gradelor de 
libertate. aflase pe frontieră, care cunoscute fiind (sînt egale cu zero) 
hu mai trebuie calculate. 
| “În cazul în:care condiţiile esenţiale sint neomogene ele: se omo- 
senizează conform algoritmului din 84.1.2; Pentru construcţia lui v, 
se recomandă, pentru uniformitatea demersului și automatizarea cal- 
culelor :metoda, Il-interpolantului (unde v, este dată, verifieind con- 
ὑπ By = și ουσ tăiat: 


15-c. 891 
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| A II: inter polantului presupune Caio Să fie destul de netedă, 
pen tru ca ipoteza. ε H**!(D) n V să fiinţeze, unde H**1!(.D) este: spa- 

tiul Sobolev. al tuturor funcțiilor w e L2(D) pentru. care derivatele 
parți iale 6^w (în sensul distributiilor), cu la] < <k + 1 ο tin spati iu- 
E ης Eehipat- cu norma. H : 


CIA TTR 1 Ms DAR NI. 
ela = (x (νοκ) 
ΤΝ; 


esr 


spaţiul xU este un spatiu Hilbert 1 in care seminori2a este definită 


| ila = |. Y M sls a) 


Ix] ell 
D 


„În 5 νο ipoteze, Il- interpotantul functi iei E este prin definitie 
3 j m N: a. A 4 4 d: 
Tid, = = Un cM 9 


i= 


(ai) sint aleși astfel incit E 

‘Ya, i = 0 (Y) i număr de nod interior domeniului D 

Vai = elt, αὐ) (V) i număr de nod de pe frontier a.0D.. 

Dacă în locul funcției ᾧ, se foloseşte funcţia d»; ero area intro- 
dusă nu. afectează acurateţea metodei Galerkin. Această, νὴ, 
se bazează pe următoarea 
TEOREMA 4.14. Cu mnotaţiile din teorema 4.19, dacă 


(i) A este ο Ariangulatie TRE 
(ii) PR) c Pc HÉ) cu k >l, 
απ) H+ (10 se scufundă în C* (Ê), 
unde s este ordinul. maxim al derivatelor. ce apar în multimea: Σα 


gradelor de. libertate a elementului de referinţă Lo atunci (3) €. : Cons- 
tantá independentă. de . ^s ud $ncit 


- (V) w.e H**((D)n V o - — „w |l S : OXP tilib lea ΠΕΡ 59) 


E ame teoremă coincide: eu teoréiuà: 3.2.1. din Ciarlet : (1979) 
pentru ] 53h 
. .Comparind. acest; rezultat în care k = 2 cu eroarea, de trunchiere 
(4.51) se. obţine. afirmaţia de. mai :sus. 
Metoda, I-interpolantului este recomandată, (Norrie si.de Vric 
1973; Strang si Fix, -1973 ; Mitchell şi Wait, 197 7) si se utilizează 
cu succes şi pentru aproximarea sau construirea condiţiilor: inițiale- 


unde [οι Na sint funcțiile de formă ale spaţiului V5; iar coeficienții 
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Pentru aproximarea lui 4, autorii citați recomandă. si metoda celor 
mai mici pătrate. În cazul acestei metode; ecuația de condiţie este tot 
. de forma AM 


- N 
Ἢ 
σος T X Yoi Qi 
i í—1 H A 


cu {ψοι} si {9;} avind semnificațiile incetátenite dar spre deosebire 
de metoda: Galerkin, în care coeficienţii necunoscuţi sint determi- 
mati astfel încît să minimizeze un reziduu, aici {ψο.ε} sint determinati 
astfel încit să minimizeze norma euclidiană [ο — oa]. Această 
metodă nu impieteazi acurateţea metodei Galerkin. Detalii asu- 
pra procedeului vor fi prezentate în capitolul 5. i 


1 


1.2.6. Convergenta, metodei 


„Ca si in cazul celorlalte proprietăţi, se. va studia, convergenta 
metodei in doi paşii, ea i 
| a) convergenta metodei Galerkin, - 

b) eonvergenta metodei multipas.. 


ες „Convergenţa, metodei Galerkin. Se ispune că familia de pro- 
bleme discrete: (4.46) este convergentă dacă εἰ, numai dacă pentru 
orice problemă (4.43) în spaţiul V aré loc relaţia; .. 


lim 1% 2 da] — 0 
ny d wa 


. Un rezultat de bază in direcția obţinerii unor condiţii suficiente 
de convergență este lema lui Céa de estimare a „erorii “abstracte. 
TEOREMA 4.15. (lema. lui C6a). În ipotezele: (4.31) și (4.38) 
cu 3 = 0 există o constantă C independentă de subspatiul Vy astfel 


încât " sapat TA 
Οὐ ὅλ NI. 
aa 0, — x 7,00 » 

MOT LPS T TUSCE PETS WO 

νεο RIP IV AN ETE AS 


(4.60) 


lb =pl « C inflo wl] 4- sup ——— 
lote Bei ae ha i E τω] 
În consecinţă, o condiţie suficientă pentru convergenţă este existenţa 
unei familii de subspafii (ΝᾺ) a spațiului. V, astfel încât ` 
η ο μή 
lim sup |V —o|[-- sup EA 1ο 1... 
2-0 wEV, y «ΕΥ; | [πυ || 


t 


Cind: funetionala biliniară; este simetrică, pentru unte [0; T} 
fixat, dar altfel oarecare, existá.o. remarcabilă interpretare, a- soluţiei 
discrete : deoarece a(t; ὁ — vw, w) --0 (Vyw ev, ΘΗ οὔ. ὦ}. 
este proiecția pe subspafiul Via solutiei exacte ᾧ în raport cu produsul. 
scalar a(1;.,.) În acest caz 


a (t; Wo k — ᾧχ) = inf aft; ὦ ο, ὦ ---10) 
τ * „ev, à 
Utilizind 1 relaţia (449) cu 8 = 0 si continuitatea functionalei bili- 
niare, se deduce “η Αἱ RA 


Mia ii< ES TEM de — το]. 


v ss) 


S-a obţinut astfel ο mai bună bo uS a constantei C decit 
cea dată de lema lui Cea. 
Inegalitatea (4.60) arată, că pentru unie [0, 7] fixat dar altfel 
oarecare, problema estimării erorii | — b| s-a redus la o PITE 
de teoria aprozimării, anume le'evaluarea distanţei AV, 1 e a 
—inf,ev, l|Y — w || intre o funcție ve V si un subspatiu ες A Pre 
supunînd o netezime convenabilă ` pentru funcția | ὧν. se. poate arăta 
(a se vedea şi $4.2 3) οὔ distanţa d(y, V;) este ea însăşi mărginită 
de ο constantă (care în mod curent, implică norme ale derivatelor de 
ordin superior ale funcţiei ᾧ) înmulțită οτι. 2%, pentru un exponent 
Υ >0. În consecință; se obţine majorarea ` 


Ie = wl s < 0 (VW) 


eu Ο(Φ). independenţă, de. re 
.. In acest caz se ΣΕ că ordinul de convergență este y, Js se 
scrie mai DE. Iv — ὦλ "er = n ). 


mei "We — XN M Pentru - Avariate a unor norme “specifice lui γ΄. ον 
lll; sau lla se poate consulta, de exemplu, lucrarea lui Ciarlet 
(49:29) i di 

Convert genta metodei multipas. Se spune că o metodă multipas 
este convergentă- dacă pentru: orice valoare - η ȘI problemă apigia 


Mi ο y), (a) = ss did 
πος ds = = Agla): (V) ze [a, bl. ; 
cu f(z, y) continui pe la, b]x n si Lipschitz- continuă in y si Yn 


soluția ecuaţiei cu diferenţe Y i-mi = s ϐ P; {πο valori. de 


228 


start Ym = ηπί τ), m --.0, 1,. .,kE—1 satistácind conditia .. 
τ Ar, ASE —umom —0 3 p k—1 


Trebuie notat cá definiţia, eere: ca condiţia de convergenţă să 
fie satisfăcută nu numai pentru. şirul f? Ym}. definit cu valorile de 
start exacte dar şi pentru orice sir a cărui valori de start tind către 
valoarea exactă cînd --»0. Această condiţie, mai puternică, e este 
impusă, de faptul că, in practică, este aproape imposibil sá se utilizeze 
valori matematice exacte. : 

TEOREMA. 4.16. 0 „metodă αέρας: liniară, ine v şi consistentă 
este: convergentă.. ` 


- Pentru emonsa a se ly edes lucrarea lui Henrici (1962). 


IUE Crime. ; variationale 


În practică, din motive legate de: complexitatea, problemelor. si 
reducerea efortului de calcul, condiţiile impuse de metodele conforme 
de element finit sînt, în multe cazuri, violate. În literatura de spe- 
cialitate, pentru aceste încălcări, s-a încetățenit, termenul : introdus 
de Strang si Fix (1973) de crime variátionale. Aceste Crime" pot fi 

a) Va V. 

Aceasta. înseamnă că funcţiile de pr obá w e Vj; printre- care se 
caută soluţia discretă v, nu sint continue, respectiv derivabile pe 
frontierele elementelor finite, după cum, soluţia trebuie să fie de 
clasă Ο )), respectiv CD): t 

ipu] care comit această FE sală se numese: προ αν. necon- 
forme. i 
b) D. E U εἴ δ 
KEZ 4:5, 1 Ea 

Aceasta î înseamnă că "tmt pe care se rezolvă abii dis- 
cretă nu coincide cu domeniul initial. Pentru aproximarea cit mai. 
corectă a domeniului initial, fără a indesi excesiv elementele finite 
de-a lungul frontierei se utilizează melode izoparametrice care tolosese 
elemente. finite curbilinii : derivate din elementele finite poligonale 


printr-o transforinare afiná cu proprietatea (i) din definiti ia triangula- 
tiei regulate. 


Datorită, acestei ,,crime" . apar probleme legate de-aproximarea 
condiţiilor esenţiale pe frontieră, frontieră care nu mai este cea ini- 
tiali ci cea a domeniului aprox imativ.. 


κ“ c) Coeficienţii matricii. de rigiditate și [sau de masă xen ai 
termenului liber nu sint calculati exact, ci. aproximatiy, .utilizind 
schemele de cuadratură (introduse i în sI 9.1. je 
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Se studiaii pe: rind influenţa acestor norime” asupra metodei 
elementului finit. ; 


a) Se presupune că | 
(v) Ke7;, Pre: (UE) 


ceea ce, implică î în par ticular incluziunea 
"A e LD) 


Pentru a defini o problemă discretă pe spațiul Va ^ se. Discs că, 
în virtutea ineluziunii de mai sus, in. timp ce f este definită ' peste 
tot spaţiul V3, nu acelaşi lucru se întîmplă cu funetionala . biliniará 
abor). Pentru à depási această, Wig alei se, defineşte ο τ 
nală biliniará ă aproximativă 


wlt; v, 10) = X Hub (αυ. Wr, — bu v. a). 2n svo ja (4.61) 


us T. {= 


iar problema: discreti asociată constă ina gási E e V DA astfel incib 


Wee ο ΠΠ πο ο 
τ. ο. 


În analogie cu. norma [τμ a. spaţiului id = HD D).se introduce pe 


LES norma 
ET C £A 19Η) 


„„Cu áceasta sse poate enunta ET teoremă: | 
TEOREMA 4.17 (lema a doua alui Strange) Pie o familie 
de probleme discrete pentru care functionalele biliniare asociate sînt 
uniform V — eliptice. Atunci existá 0 constantă C independentă de 
REPARA Va astfel incit / 


|o — ᾠλ[ὰς 0 inf [ψ — wih + 
. 2 (rie. : | ve ^ Ve b 


(s ) | Es E 
So | — , 10 down 
+ sup HUE a Adel aigu BL E) to vs) 
p wEV, || 46 1|. - ΜΕΝ). T" lol 


Estimaftia erorii - dati de teoremá generalizează, pentru metode 
neconforme, estimaţia erorii dată, de i lui Cca pentru inctode 
conforme, deoarece diferenţa Dt; dais dpa 35, S w) — a(t; [S w) 
este identic zero pentru (V) w e V cind Vic 
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Diferența D3(t; Y, w) se numeşte eroarea de consistență datorată 
neconformismului metodei. În consecinţă, o condiţie suficientă pen- 
tru convergența metodelor neconforme este ca © ^ > Mr 

. το 7 "lax(£ s h, 90) — alt; d, w Eeo- 
lim sup îi A) Ant baut e 5 al i R | (4.63) 
amo «ev, ος ΙΟ] ji n 
. Ciarlet (1979, $4.2) arată că pentru un t e.[0, T] fixat dar altfel | 
oarecare (deci in cazul staționar) 4 η πὴ 
Jaat; Y, w) alt; p, το]. A: 
| regat LY Πα ΤΡ SUN E LOR i | 

În practică verificarea condiţiei (4.63) nu este foarte comodă; 
de aceea se utilizează, testul bucăţiloi, al lui Iron (în engleză „the patch 
test") care măsoară neconformismul metodei utilizate, verificarea, 
testului implicînd eonvergenta metodei. . | 8 niis 

Testul bucăţilor cere ea: | οἱ SN dip | 

| &Impuníindu-se soluția u e P,(D) acesteiuj îi corespunde o funcție 
de încărcare F, astfel încît u să fie soluţie a problemei id ! 


(25v) un alt; w, w): = (Pa; 1)ρ (Y) wet... 
0 [ - iere 


ὦ 8 


Atunci soluţia problemei discrete asociate, At, cu 

C, ; "A 
TR v) + a(t; 2,40) = (Fu, w)y (V) w ε Vi 

0 | l ! 
trebuie să fie egală cu u>. o` ` 
Se poate uşor demonstra următoarea B 

PROPOZITIA. 4.18. O problemă neconformă verifică testul bucăţilor 
dacă și numai -dacă . i MS. 1Η 


(V)u e Pa(D), w ε LA b ; w) rx s 202,20) -[-»») + aft; u, w) 
0 , PO 
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Demonstratie. Se demonstrează mai întîi necesitatea. 
Dacă testul bueátilor este verificat atunci 


(Pa, w)g [προ] ^ aft; u, w) ṣi (V) "to we P,(D) 
0 


rf HRS Lp os Lo SE PR pa Dn Ionas 
(Eus w)e -[ τν ο) H aall; 1λ, w), 10 e Y; 


ce ea ce implică imediat, egalitatea din enunț. ^ 


| Invers (se demonstrează suficichta) “dată esté verificată con- 
ditia diti enunţul propozitiei, atunci ba vb jet ce rin” 


[πο — D) UAE; τί w) = 0,u(V) w e P4,(D), we Va 


rezultá Ma = U. q.e.d. 


 Véerificarea testului bucăţilor este ο: " Condilie: necesară ‘pentru 
idopNnise ea relaţiei (4.63) (Ciarlet, 1979, remarca 4.9:6.). 

b) Problema. aproximárii μα JD. priritr- un domeniu D, 
comportă mai multe aspecte. În cele ce urmează; se ra:discuta despre 
eroarea introdusă de inlocuire ea domeniului e „printr un domeniu 
poligonal Ð. .. ne 

Se consideră a un οβάλ fini: dp πε adiacent: frontierei 
OD şi; Kx elementul finit; poligonal înscris în X; diferenţa; IE — KA 
este o parte din diferența D —D;. Funcțiile de probă. sint polinoame 
pe fiecare element finit K, iar eroarea ο. 0» — d datorată inte- 
erării doar pe elementul finit 10 este si'ea uh polinom πω y, g pe K 
(s-a notat eu va soluția problemei discrete definite | pe D.sieu d solu- 
tia problemei diserete definite pe D). Rezultatul esenţial in acest 
demers îl constituie următoarea lemă a lui Berger (citată din lucrarea 
lui Strang si Fix, 1973). 

LEMA 4.19. (a lui Berg Aia Pie = aria (IE — 0) aria (Κλ). 


Există o constantă C dep inzínd numai ia gr = polinomului EE 
astfel încât. Ἀν ui 


(pz c Du + pa m Za TIC rate 
[6 ISA 1 7 Κλ 
Notind cu 
E τ 3 3 j 
axt; v, 1ο) = "E Σ θε. Lica bu 5i Ur 10 Lt svw a 
νό i=l i-l 

fj) =. Fwd si cu ( «14 ο) = EE wde 
H N E Οἱ ολ | οἱ | 


DM 


~ 


DA 


se poate enunta următoarea teoremă, de evaluare a erorii introduse 
de aproximarea domeniului D eu Da 

TEOREMA 4.20. In ipotezele (4. 37): şi (4. 38) cu B = 0 pentru. functio- 
nan. biliniard-a5, dacă σι A este: vegulatà s și dacă coeficienții 
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funcționalei biliniare a și ai termenului, liber satisfac ipotezele (4.4) 
$i (4.5) atunci eroarea abstractă datorată apro. ozimării domeniului D 
cu poligonul DD» este 


I6 — γκο meto — wi + (ορ) Atel) + 


ο 
ιτ 3 


tit οσον 


pct 


I sep 


unde A = aria (D. -— Di) ϱ şi c au semnificaţia din lema lui Berger 


dar M οἱ || sînt πηγη funeţionalei PUII a și ale ter menului 
liber. 


Demons ira ti e. Dins inegalitatea unghiului rezultă 


NU — Sl « lio — ω] + TU F. το 


Din Y. — clipticitatea funcționalei biliniare. à» (ipoteza (4.38)) cu 
B —0 rezultă, i ) 


MIA = EE < a ti: h n E = dua = a(t; 4 — w, da == - 10) Ti 7 
| ; Ur (a(t5. w, vd = 10) — TUR w, D -- 0): 


δε — 10) — d — w)} ain 


( 0d b aba δε. d 
LS, vA TU; X Φλας a) 
| οἱ | δὲ. ᾽ hondo 


Din ipoteza, (4.37) de miürginire a — biliniare ay rezultă 


"dx use e Ari — wolli — wl + 
4 {αι}, ο, ᾧλ ος ai, d ο 


isa) — (9 — ο) 4 


] E E N ; 
f (23 a] ns t δώ» zi | | 
σα aH τε η TA τ 16 | 
ot a O ct L8 10, ΤῈ 


sau împărțind eu «lloa — w|] si majorind: 


I — ta < of intro =el 
vev 


λ 
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i ie Mu în MOMCO  ÎN 
e sa E i 


+ sup C2 TRO κ μις. I T : 2 m 
ΤῊΝ lw el... D. Ὁ oil v. 
Pentru estinaarea, euis lon de neconformism | 
lalt; oy w) - — ax(t; vy w) gi liw) — ΠΡΙΝ - 
se utilizează lema lui poe Asttel 
| 1 a(t; v, w) — a(t; v ο | [a D ve, Q5, el 


D- ο. 
SAP VA 
— bi y quw τ; = |B| 


᾿ἐς-1 


Aplicind. inegalitatea lui Cauchy- Schw arz, cum v este o functie VU 
nomialá pe. portiuni, ἃ mărginită, rezultă că (3) C, independentă 
de A astfel încît 


i »" 

IB| < c y |- » (ws) — bu à Wew + sw? »vr]a«] 
: Do i=l | 

Aplieind lema lui Berger pentru fiecare. diferenţă κ RED — D 


şi insumind cum w este o funcție polinomială pe-fiecare K — Κλ, 
rezultă 


lalt; v, w) — at v, ?0)| € C,( Aeg)? a(t; w, w) «O,(Acg)'? Mie 3 


Procedind analog pentru celelalte. diferente, rezultă 


How) — iaw) « etas ΕΗ lel 


Anoma aceste estima: in NA 65) rezultă relația din enunţul teo- 


[ο], 


< Ca(Acp) pile, (d — jb | 


. Temei. 
q.e.d. 
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. .Se remarcă faptul cá relaţia (4.64), en eu prima lemă a lui 
Strang (Ciarlet 1979, teorema 4.1.1.), este o generalizare a lemei lui 
Cea (teorema, 4.14) în cazul neconform cind D s UJ p Într- "adeyür, 

fag e Ἡι n 
în cazul conform er orile de neconformism sint zero şi se obține rela- 
tia (4.60). Pe de altă parte, cum A este de ordinul ON ) iar ϱ este 
de ordinul Ο(λ) rezultă că eroarea datorată aprozimăr îi unui do eniu 
curbiliniw Dcu un domeniu poligonal D, este atit pentru condiţiile 
esenţiale cit şi pentru cele naturale de ordinul Ο(λ5/3). : 

Pentru micşorarea, erorii (4.64) datorată aproximárii domeniului 
D cu un domeniu poligonal D, se utilizează elemente finite izopara- 
metrice. Ideea de bază este simplă. Domeniul eurbiliniu D este 
aproximat tot cu un domeniu curbiliniu D, astfel încât, fireşte, - 
aria (D— -D) «' aria (D —.D,) si aria (D — D) = O(»5, k > > 3. Se 
utilizează în acest caz elemente finite curbilinii dip da ο aproximare 
cit mai bună a alurii frontierei 0D. 

Domeniul D este transformat in D printr-o functie G: DD 
inversabilá si suficient de netedá, ea si inversa sa (mai precis 0;G;(4) 
si 06; (a) trebuie să fie. cel puţin mărginite, (V) & e D si v e D). Cal- 
culele se efectuează in D obtinindu-se o soluție ψο(ὦ d a problemei 


- discrete, care e apoi este adusă prin G în D, obtinindu-se în final solu- 
tia W(x). Toate aceste transformări implică pentr u a putea fi eficiente, 
urm ătoarele restricții : 

1. Coeficienţii my și Τη ai matrieilor de masă si de rigiditate expri- 
mati. in. noile: coordonate: trebuie să fie. cel. puţin de acelaşi : grad. 
de complexitate al caleulului.ca eei iniţiali : altfel efortul computafio- 

nal sau aproximirile integralelor (prin scheme de euadraturá) com- 
prong eistigul datorat utilizării metodei izoparametrice. 

Transformarea nu: trebuie să deformeze excesiv elementele 

finite, : astfel spus, condiţia de regularitate. a triangulatiei initiale tre- 

buie să fie invariantă faţă de transformarea G şi să se regăsească 


și pentru tr iangulaţia 7 F ^. O distorsiune excesivă, a elementelor finite 


afectează puternic eT ca soluției obţinute. 

3, Jc(&) = jacobianul lui G in ὦ = det: (0,G,((2)) nu trebuie să 
se anuleze în nici un punet din interiorul domeniului. D. 

4. Funcțiile de probă.în noile coordonate nu mai corespund cu 
funcțiile de probă î în coordonatele initiale ; de aceea, pentru a putea, 
aplica tehnicile din teoria. aproximări este necesar ca tr ansformarea 
să fie uniform netedă ; i 

5. În final, pentru a prezerva Contain metodei iniţiale, 
transformarea trebuie să fie global continuă. 

Toate aceste condiţii, în special cea vizind complexitatea calcu- 
lui, sînt satisfăcute dacă transformarea G este polinomială pe porţiuni. 
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Strict. vorbind, 4zoparametric înseamnă, că transformarea; G este cons- 
truită cu polinoame de acelaşi grad ca şi: polinoamele: functiilor de 
probă; subparametric înseamnă că polinoamele transformării sint 
de grad inferior polinoamelor funcțiilor de „probă. 


Se estimează: acum eroarea introdusă í de metodele izoparametrice. 
Fie G: DD. ο funcţie inversabilá, continuă si eu jacobianul 


nenul, si fie Ê elementul de referinţă, al tri παν, definite pe D. 
Se noteazá eu. " p Bà. 


ems. diam, (G4 (C)), 


py = diam.. sferei | inserise în Gy. 


Se spune că triangulatia F fa este icoparametric regulată dacă 
(i) (8) σ constantă, astfel incât lu] pa < ων 


(di) 40; κα 
(ii) [αχ — ἄπ = OM), :àg = OMA) 
T bii, — =b = O03), Ju, = ακίδα) 
lse — Sall 30008), Ski 60) 
Cu acestea se poate enunţa.. următoarea, teoremă, (Ciarlet, 1979): 


TEOREMA. 4.21. Fie ο triangulaţie I F N izopárametr ic UH $i 


G : DD ο funċtie inversibild, continud Și cu ridi nenul: 
„Dacă ᾿ 


(i). PR) c ? Gi ados 
(i). mi) ) se scufundă. în Cf); 


alunci există o: constantă: ο) independentă dë w astfel încât : 


ENES ORL p el pisat o (4.66) 


ku 00, 
unde s-a. notat cu 
-ᾱς-(α) => jacobianul lui G-1 în M el 


IG] = sup || ρα j = 0). 


τεῦ ; 


4G; p = sup. τος | 
XED ^ TM 


7 95. D. 


im D GY şi D/G-ia). sint derivatele Fréchet de ordinul d ale lui G 
αἱ ασ. 

Teorema 4.21 arată că eroarea de aproximaţie a eiir kö: 
parametrice este de acelaşi ordin de mărime cu eroarea de aproximație 


ametodei iniţiale, cu condiția ea Q'zs( ( αἵ cod ab - Citin 


să rămînă constantă. De notat că X este. ως ἡ diametrelor elemente- 
lor finite în coordonatele ὦ cu toate că integalitatea (4.66) evaluează 
eroarea pentru elementele finite în coordonatele a. Se presupune, 
totuși că transformarea izoparametrică nu modifică ordinul de mărime 
al: celor două diametre.. (O schimbare de scală, în “coordonatele & 
lasă inegalitatea neschimbată, deoarece ) devine sai iar norma |G lioo D 


se multiplică cu 4-1). Astfel, cu diametre egale, problema erorii meto- 
delor izoparametrice se reduce exact la problema mărginirii lui G 
şi a derivatelor sale si la neanularea Jaeabis qun Jg uniform, pen- 
tru àA—0. 

,€), Acest caz a fost studiat- în aetas in $4.2.4. de aceca nu se 
mai repetă. aici, acelaşi demers cu altă, terminologie. 


` i der în Pul πι. ο: : mE ec a. ο 
4.2.8. Ecuatiile interieţelor în metoda elementului finit | 


În acest. paragraf se lucrează. intro ipoteză analogă’ eu Ten ) 
anume, pentru un tł e [0, T'] fixat dar altfel oarecare, problema (d pe 
(£.2)—(4.3) devine” staționară, adică 


div (a grad ὁ) =0 in D | | 


Pentru simplificare, se. consideră D cw m, bi £r EIS. Prea 
constant pe porţiuni, adică | 


al: “în: D 
εὐ -— . Ν 
Geo PA 


Formularea clasică a problemei cere: ca eeuatia cu derivate per- 
μη (4.0τα) să fie satisfăcută separat în cele două domenii D'şi D", 
cu ᾧ si κο ôn continue pe eiit de Atunei, cu referire la figure 5 


1 QU. "RM. 
Cn 


ri ôn 
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După cum s-a arátat i in $42 "18 forma: slab. var raţională a ecuației 
(4.67a) este TUE 


Fig. 5. O interfaţă unghiu- 
lará. ; 


iar relația de: continuitate a lui a0y|ân pe “interfaţa F.devihe în 
această interpretare o condiţie la limită de tip Neumann. 


Cu aceste observaţii, în cazul domeniilor cu anizotropii, pentru 
fiecare pas. de: timp, ecnaţia de. difuzivitate, (4. 1) se rezolvă, prin. 
metoda, elementului finit pe fiecare subdomeniu în care coeficientul 
de difuzivitate a este constant considerînd inter fetele ca frontier e nati- 
rale (84. 2.5). Teorema 8.5.1. din luerarea lui Babüska. si Aziz. (1912) 
arată că si in aceste condiţii soluţia, problemei este global continuă, 


2.9. Ecuațiile gunetelor de singularitate in Metoda elementului finit. 


“În acest paragraf se face distincție ARS 

2) puncte de. singularitate de 14 intersecția a două frontiere ; : 

b) puncte de singularitate de la intersecţia, ` a două interfețe. 

În deducerea ecuațiilor acestor puncte se lucrează în ipoteza 
(4.67a) sau Și mai simplu în ipoteză 


.div.grad ὦ --0.1ῃ Ὁ. (4.675). 


prezentindu- se rezultatele din lucrarea, lui. Strang si Fix (1913).. 

Ecuatia punctului de singularitate de la intersecția a două frontiere. 
Pentru a fixa ideile se consideră figura 6 eu frontiera 0D analitică, 
excepţie punctul P. <.. pe 
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` Conform lemei lui Weyl ὦ este anâlitică dacă > a, bu, s.si F sint 
pu excepţie in punctul P. În cele ce urmează se di « o descriere 
a lui ᾧ in. Wig asia acestui punct. În particular, se NU E com- 
portarea lui vo în sectorul 


HANS ja < r «ry 0 «- ϐ < απὶ ED 


Tig. 6. Un domerniu cu ` 
punet singular pe frontieră. 


unde (r, 0) sint coordonatele polare ale punctului P. 
Forma slab variatilonalà a lui (4.675) este 


Mens dao = 0 (V) e Y, mL 
| d 

E: v . s p ^ ^ - i a | . 

Dacă w este aleasă astfel încit să se anuleze in afara sectorului. D,, . 

ecuația de mai sus se reduce la: | 


D 


Tg 


0 =| UWr da = hrar | 
0 δ. 


Do 


TINI CINQUE YT æ as 
pp CE 149. (4.68 
n. Qro 28. 29 € 


Cum y este analitică i in afara punctului P şi ᾧ (t r, Ὁ) = b(t, r. απ 
= 0 căci i = pe ôD, ψ pai fi | dezvoltată ρα, fiecare r > 0 
fixat in 


65 0) = Y bl n e(9) 


Der 


e" e Ν | πο. 
cu (9) --μ--- sin iaa ȘI UE --'---- 
j : AT a Wi Le AR 


„Coeticienţii. Fourier- V;(î, r) sînt determinaţi din ecuaţia.de: mai sus 
utilizînd propr ietăţile de ortogonalitate: 


51 aa pew ο Cu acestea, relaţia (4.68) devine, după 
integrarea prin părţi in v, i 


7 


| v d (r feme = d] vr) = 0 
Ur ANTE e | 


Cum această relaţie este i devize pentru orice v, expresia dintre 
paranteze trebuie să se anuleze. Aceasta, constituie ecuaţia diferen- 
tialà de-bază pentru v,(t, r) cu t fixat. 

Soluţia, generală a acestei ecuaţii este. 


Sy v) = ur ars 


Pentru Cà sa ia si fie mărginită 8; = 0; al doilea coeficient 
at) este ales astfel ineit Sá, verifice Sistemul Tu 


vir de. ar vai ) — i( p) (4.69) 


di 


cu condiţia iniţială : «;(0) = astfel încît $;(0, r,) să fie egal cu coe- 
fieientul Fourier exact a lui Y(t, 7o;::0) (se observă că sistemul de 
mai, sus este un sistem de tipul 4.44a). | 

Concluzionind; presupunind că P nu depinde de t și | dezvoltin- 
du-l în serie Y, F;;*, soluția problemei (4:1) —(4.2) — (4.3) prin metoda. 
elementului finit inij-un punct de singularitate aflat pe frontieră. 
este ` 9 ON 


We n9 μα (0 (0) -- Y, Σ Ῥη[ + me — 92 «κ 


1 
κ 


n8. 
dis 


j 
(4.10) 
Ecuatia punctului de singularitate de la intersectia a două inter- 


fete. Pentru a fixa ideile se consider à figura 5.si ipoteza a (4.672). Pentru 
a studia comportamentul soluției Y in vecinătatea punctului P se 
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întreprinde un studiu analog ca in cazul a). Se introduce sistemul 
periodic de. tip Sturm- Liouville | 


«remove Emm. è al dacă impe θ΄ < TR 
xl -—AGp EU OES : 
46 | lui dacă απ - aA 25 


Funcţiile proprii φ(0) sint periodice, o(0 M= (0427) s sátisfae 
condiţiile de interfaţă, 


lim im [ie ο]. = lim [cina 
030 |::: 40 Jj. 656. ^ d0 : 


lim pi obama Ὁ) | = lim DP Ac cară κα p), | 
050 E AOA ji oa 40: ; 

Există un sir. infinit de. valori. proprii po = şi de. funcții proprii 
asociate .e;(0) or togonale 


xat (0) Φ(0) s) d6 = si 1 «(0). 940) 90) 40 = 3, 

5 ð 

Pentru fiecare r,> 0 fixat, soluţia, Sl. v, 9) satisface condiţiile de 
salt, de mai. sus, și. deci «er. 


t 


Zu tu I ; 
Wi n Ὁ) = Y o4, 940) dut, nz a(0) 94, ἡ, 0) e(0) dO - 
ETA ; 4 ͵ $ z A t | 
H . 3 " 0 


5ο procedează, ca în cazul a) si se obţine o ectiaţie analogă cu 
(4.70) cu menţiunea că de această dată y? reprezirità pătratul valorilor 
pr oprii ale sistemului Sturm-Liouv ille introdus mai sus iar 9; funetiile 
proprii asociate. 


4.3. METODA MONTE CARLO 
4.3.1.- Noţiuni i introduetive 


Nu: ai i 0 definiția tonnzală, cu gen. proxim ȘI diferenţă speci- 
fică, deci unanim acceptată a metodei Monte Carlo., Mulţi autori defi- 
nese metoda precum noţiunile: primare, prin descriere. Cea. mai con- . 
venabilă, ca rigoare, se pare a fi cea. dată de Halton: (1970) sub. forma. 
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« Metoda "Monte Carlo este metoda care rezolvă o problemă esti- 
mind soluţia acesteia ca parametru a unei populaţii ipotetice specifice, 
prin generarea artificială a unei selecţii din această populaţie οἱ cons- 
truirea pe baza ei a unor estimatori adecvati, de preferință nedeplasati». 

Primele preocupári notabile legate de utilizarea acestei metode 
apar la Hall (1878) fiind legate de aproximarea numărului z prin 
. probabilitatea căderii unui ac pe liniile sau între liniile drepte paralele 
trasate pe hirtie. Tehnici de tip Monte Carlo sint utilizate pînă in 
preajma, celui de al doilea război mondial în lucrările lui Thompson, 
Wiener şi in special ale lui Paul Lévy, la acesta din urmă legate de 
mişcarea browniană. Numele metodei, bazele οἱ, primele aplicaţii 
majore, într-un cuvint incetátenirea ca metodă aparte se datorează 
şcolii de fizică-matematică de la „Los Alamos” si cercetărilor acesteia, 
din 1944, legate de fabricarea bombei atomice. ᾿ | 

. Lucrările lui J. von Neumann, Ulam si Metropolis. din deceniul: 
cinci sint considerate astăzi ca fiind actul de naştere al acestei disci- 
pline. | 

După război, pînă prin anii '55—56, în special in SUA, metoda: 
capătă o largă amploare şi aplicare devenind aproape o modă, un 
panaceu universal pentru orice problemă care pină atunci se dove-. 
dise greu sau deloc rezolvabilă numeric. Acest avint se datorează 
generalitátii si simplităţii metodei precum si dezvoltării calculatoare- 
lor electronice. Convergenta în probabilitate, dispersia matematică 
mare, şi în primul rînd utilizarea fără discernámint a metodei în orice 
problemă, fără un studiu prealabil de oportunitate şi. eficienţă, com- 
promit, metoda, aşa că aproximativ un deceniu ea cade în desuetudine. | 
Descoperirea :unor tehnici de micşorare a dispersiei, de creştere a 
vitezei de: convergenţă, apariția unor calculatoare din ce in ce mai 
puternice, stabilirea, unor metodologii şi tehnici de studiu a eficienţei 
$1 oportunității aplicării metodei la o problemă dată, precum si 
necesitatea de a rezolva probleme deosebit de complexe cerind un 
volum de calcul nemaiintilnit piná acum, în timpi foarte scurţi, 
probleme legate în special de zborurile cosmice, au determinat reveni- 
rea în actualitate a metodei. MV | b 

| | * 

Cum rezultă din definiţie, aplicarea eficientă, a metodei Monte 
Carlo este condiţionată de posibilitatea de a transforma astfel pro- 
blema studiată încît soluţia acesteia să poată apărea cq parametru a 
unei: populaţii ipotetice. " l | 

„Acest pas esenţial în demersul Monte Carlo se face, in general, 
cu metode specifice analizei numerice. cm ! 
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Probleme legate de estimatori, dispersii, erori, convergente sint 
investigate cu tehnici specifice. ο ος matematice. ȘI proceselor 
stocastice. 1 

Generarea artificialá a T din populaţia ipotetică are 
mari contingente cu teoria numerelor (g generatori. de numere puy 
aleatoare uniforme) Şi calculatoarele: electronice. 

Contorm definiţiei si celor arătate mai sus, str uetura unui demers 
de tip Monte Carlo este în general următoarea : 


— punerea soluției sub forma unui parametru a unei populaţii 
ipotetiee (de cele mai multe ori sub forma unei serii); 

— construirea modelului probabilistic (deci a opălaţiei. weed 
tetice specifice) ;. 


e construirea, mosse TORS şi studiul proprietăților 
acesteia: i 


.— studiul erorii de ή ie si corivergentei metodei ; | 


— elaborarea unor metode de creştere a preciziei metodei prin 
micşorarea dispersiei ; 


— studiul eficienţei metodei din punct de vedere al volumului 
de selecţie necesar obţinerii. unei erori date si a numărului mediu 
de operații ; | 


— elaborarea unor algoritmi de calcul usor de implementat pe 
calculator. 


În continuare, pe is lucrării lui Ermakov (197 6), se enunţă 
definițiile fundamentale și se formulează fără, demonstraţii numai 
acele rezultate de bază din teoria probabilităților si statistică mate- 
matică care interesează in înţelegerea materialului expus.. 

“Se numeşte cîmp de probabilitate un triplet (Q, X, P) unde: 

1) Q este o mulțime dată, numită spațiul evenimentelor clemen- 
tare ; 


2) X este o (Agia nisi de submultimi ale lui 0; „ea, 
constituie o c-algebrd, adică este închisă în' raport cu operaţiile de 
sumare (reuniune) a unei infinităţi numărabile de elemente, de inter- 
secţie numărabilă! şi de luare a complementarei unei mulţimi; se 
pr bus ue că O (prin urmare şi mulțimea vidă) este element al lui J£ ; 


3) P este o măsură de pr obabilitate; μμ o funcţie nenegativi 
de dj definită pe X, astfel încât P(Q)— -l Şi πο Ἅ) - N P(A;) 


E i=l 
unde A, formează un şir de mulțimi din X, disjunete două GA en 
Elementele mulțimii Q se numesc. puncte, mulțimile A din X^ s 
numesc evenimente, iar măsurile P(A)-probabilitátile lor. 


ta 
ch 
e 


O funcţie £(o) (oe Q) se numeşte /-măsurabilă (sau simplu, 
măsurabilă, cînd este clar: despre care c-algebri este vorba), dacă 
mulţimea (e: ξ(ω)) < re (V) ae. ! Dr 
, Fie (Q, X, P) un cimp de probabilitate. Se numeşte variabilă 
aleatoare pe acest cimp orice funcție reală 2£-másurabilá care ia valori 
finite, (mod P). Variabilele aleatoare care diferă pe o mulţime de 
măsură; P nulă se consideră ‘egale. Ares " Wi 
. . Pentru orice variabilă aleatoare ξ(ω) se defineşte în mod univoc 
functia de repartiție Faa) = Plo: ξ(ω) <a) v^ SE ra. Lés 
care este o funcție monoton nedescrescătoare, nenegativă, continuă, 
la stinga si astfel încît lim (x) = 0, lim SL ee e 

; = —00 : : x> oo : ide 
;;, Ὁ Se poate arăta că F(s) defineşte univoc, o măsură de:probabili- 
tate P pe mulțimile boreliene ale dreptei (cînd nu existi riscul unei 
confuzii F(q) se serie mai.simplu F(a)). Aceasta din urmă se numeşte 
repartiția variabilei aleatoare: £(c). | pulq. qu» «d 
; , 1 „Too 


Dacă integrala ! ξ(ω) P(do) =| a dE) 
E ù — %0 

are. sens, aceasta se numește valoarea medie a variabilei aleatoare £ 
„Şi se notează Mé. | nu» Rid. 

„ Dacă derivata fz(a) = dFz(%)/dz există aproape peste tot, atunci 
ea se numește densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare. ἔ. 
. Ρίο Z o c-algebrá conținută in αἵ... Se numeşte valoare medie 
condiționată a variabilei aleatoare £ în raport cu Z. şi se notează 
cu M(2/Z), orice funcţie Z-măsurabilă, care pentru orice B din Z, 


. satisface egalitatea : | ξίω) Ῥίαω) == uc P(do) 
D ] . ` i B A 4 (πὸ * 
„Mărimea MEr, y. > 0, dacă există, se numește momentul de ordi- 
-nul r al variabilei .aleatoare č. Mărimea M(£ — MEY. se numeşte 
„momentul centrat de ordinul y. Momentul centrat de ordinul al doilea 
DE =:M(E — ME: se. numeşte dispersia lui £. T 
„ Majoritatea, schemelor metodei Monte Carlo se bazează pe legea 
numerelor mari:pentru variabile aleatoare independente. 1 
Tie £,...,£; variabile aleatoare independente şi identic reparti- 
zate. Se presupune că, există M£, — a <, +. si D£, — c? x. oo, 
Ἶ αι νο ; T Logis n 
k= 1, ni Și se notează eu S, = y T 
is SAD Cos dee N kalo Υν 
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to 


În acest caz, pe orice e E. 0, este verificată inegalitatea lui 
Cebisev P(|S,[/n — αἱ < c) > 1—'c* ne? ), ceea ce este: echiv SEI 
cu inegalitatea P(|S,/n — a| > e) < c/n?) 

De aici rezultă, în ipotezele menţionate, cea mai simplă variantă | 
a legii numerelor mari. Pentru ε — 0 şi δ >0 arbitrari, pentru n 

suficient de mare, media aritmetică S jn se abate de la a cu o mărime 
de cel mult e, cu ο probabilitate de 'cel puţin 1—38. .- 


in particular, legea numerelor mari in forma ái de Vinci, 
afirmă că P(|S,/ — «| > ε]--0 cind n—> 00, 
in conditiile existenţei unei carate medii finite pentru variabila álea- 
toare &. Astfel, are loc conver genla în probabilitate a mediea aritmetice 
Sain către valoarea medie: M£ în | cadrul unor ρα, foarte puto 
Testrietive., 


pia ο νά ce: urmează: IM interes nu numai conve 'ergenía 
variabilei. Sain către valoarea medie ME, οἱ οἱ repartiția ei. “Dacă 


c? « co Sb pues Μ(!Ξ, — 43) ο 


atu is teorema limită centrală afirmă că, repartiţia lui 8, [n oen asimp- 
totie. normală, : eu digpevsiy ση]: şi media a. Mai ο ἀμ se. iveriticá 


incgai Uo p 
» 00 


: P(S, - an> c ln ὦ) — euo [πον bule 


Moa: + 


bapo 


EL 


kk ον este «οἱ constantă absolută, despre care 'se stie cá. 0, 9051. ο. 
519 de. 


 Notiunea de proces ‘aleator constituie ο generalizare directă. a 
notiunii de variabilă aleatoare. 


Fie 0 un anumit parametru care ia valori in multimea Θ. Func- 
tia £(0, ο), definită pe © ca funcție de 0 şi pe cîmpul de pro- 
babilitate (Q, 2£, P) ca funcţie de «c, astfel ineit pentru. orice ϐ 
fixat din © (0, o) este o | variabilă aleatoare, se numește „proces 
stocastie (aleator). 

Procesul aleator £(0) = η 0, ο) se numeşte staționar dacă repar- 
tiţiile de probabilitate legate de el sint independente de translatiile 
parametrului 0. 

“Se numeşte proces aleator markovian: (sau mai simplu proces 
Markov) un proces ale cărui repartitii: condiţionate finit. dimensio- 
e satisfac, cu probabilitatea dy egalitítile — ' 


P(E(0,) « αἰ ξ(θη».....ξ(θ».ι)) = P(Z(04) « rél) 


to 
μα. 
Ct 


pentru orice valori 0, < ... <: 0, din ©. Condiţia de mai sus este 
echivalentă cu următoarea : pentru orice î, <t, din O si orice a 
are loc, eu probabilitatea 1, egalitatea 


Pt) < e&t), i < 6) — PR) sale). 
"Un proces Markov poate fi dat prin repartiţia iniţială τ a variabi- 
lei aleatoare £(0,) și funcţia (probabilitatea de. trecere) » 


P(z, t; 2,0) = P(&(0, o) < a'/Elt, à)— 2) οἱ e, z'e R si t, 0c 0. 


. . Un caz particular important de proces Markov il constituie lan- 
ful Markov cu un număr finit m de stări. În acest caz, functia ἔ 
(0, e) poate lua doar un număr finit m. de valori. În cazul statio- 
nar, lanţul are, pentru 6 =:0,, o repartiție inițială discreti. Rolul 
probabilităților: de trecere! îl joacă matricea de trecere (stocastici) 

; ; i m 
2 -—(pi),,-i ale cărei elemente satisfac condiţiile p > 0, Yi ΡΗΞΞΙ. 

; ; i=l 
 ;Dupá eum s-a menţionat, o etapă importantă a metodei Monte 
Carlo o constituie construirea modelului probabilist. Esenţa modelu- 
lui probabilist o constituie cimpul probabilist pe care se defineşte 
procesul aleator staționar al cărui parametru constituie tocmai solu- 
tia problemei ce. trebuie rezolvată. În definirea procesului aleator 
se porneşte de la variabila aleatoare U repartizată uniform pe 
[0,1] (densitatea de repartiție a acestei variabile este fo(x)=1 dacă 
ze [0,1] și zero in rest). Pentru a realiza, acest deziderat cîmpul de 

. probabilitate initial trebuie să fie constructiv. | 

Se, numeşte cîmp de probabilitate constructiv un cîmp de proba- 
bilitate (Q, , P) pentru care există o aplicaţie măsurabilă e = e(2), 
Φε [0,1] a intervalului [0,1] în Q, astfel încit pentru orice A e J£, 


B N 

După obţinerea unor serii de realizări ale procesului aleator 
studiat, sarcina metodei Monte Carlo constă în obţinerea unor infor- 
maţii asupra, repartiţiei variabilei aleatoare care-l compune. Aceasta 
inseamnă, in esență, construirea unei anumite funcții 0(&, . . ow) 
(statistică), numită estimator al parametrului 0, pe baza valorilor 
de selecţie (realizărilor) £,...,£, ale variabilei aleatoare ξ. Dacă 
(Q, X, P) este cîmpul de probabilitate. iniţial pe care este definită £, 
lar&...,&, sint realizările independente ale lui £ (selecţie repetată), 
atunci cîmpul de probabilitate de selecţie (Q^, +, P^) pe care se 
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detinesite! W E EANAN Ey este produsul cimpului ela 
cu el însuși de 4 ori, adică | 
Qu. TEN: Sci OS DAR A este c-algebra generată de ΠΝ. 


X 


Er ol 
timile de forma, Ar SAX. XA, unde Are H, iiy -- 1, ma s 


Pz(A;,. Ar n Um - Pe(A) X. -XPee( A). 


“Fie ϐ un anumit parametru din spațiul ©. ESRA ET 
Ἔν), considerat ea o funcție másurabilá pe (Q4, Fr, Pr ), se numeşte 
estimator medeplasat. al lui 0, dacă Μθ(ξ,,...,ξ E) există şi este egal cu 
0. Se spune că 6 este asimptotic nedeplasat dacă Mô (ë “i ee Ep) θ. 

Pentru a da sens convergenţei pentru. A — 00, estimatorul tre- 
buie definit ea fiind un sir de “funcții ο 2 GE) definite toate pe 
(Q0, 490. Do) ande £235 este ἂς tuturor sirurilor formate din puncte 
din Q, adicá Qv = ((09,,...,94,:..)) Xe este c-algebra generată de 
familia, multimilor cilindrice, adică familia multimilor de, forma AX 
ΧΑΣΧ...ΧΑΓΧΩΧΩΧ.:. unde.A; eX, ji “i; Pe este exten- 


sia la X% a măsurii de probabilitate P*, „definită pentru uud 
cilindrice, prin relaţia 


| 


ῬΑ, χ.Α.Χ'...ΧΑχΩκ....)-- P(A) P(Aj.. P(A) 
3.9. Modelul probabilist 


În paragraful precedent; se. menţiona fáptul C Vati a putea, 
fi utilizată în rezolvarea- numerică a diverselor probleme, în speţă 
rezolvarea problemei mixte pentru ecuaţia parabolică, metoda Monte 
Carlo trebuie să fie grefată pe'o metodă deterministă de rezolvare 
numerică a problemei investigate. Această grefare permite punerea 
soluţiei problemei sub forma “parametrului unui proces aleator spe- 
ifie, ce este estimat nedeplasat pe baza unei selecţii Μα asupra 
“variabilei aleatoare č a procesului.. 


În cele ce urmează, metodele deterministe pe care va di grefatiü 
metoda Monte, Carlo sint, cele prezentate in 54.1 si $4.2. 


Dacă se notează cu X = (ză cu M = [T/«].se de ae: cá atit 
metoda, schemelor cu diferenţe cit şi metoda elementului finit reduc 


aflarea unei soluţii numerice a problemei. (4.1) — (4. 2)—(4. 3)1 a rezol- 
‘varea unui. sistem algebrie Liniar de forma 


ντ Άν να (4.71) 


unde. 
^ 4 = Ut, este soluti jbl liser 
zı = di, este solu (ia pró emei disci ete in toate nodurile ret Uu 
Ra sau a triangulaţi iei Z 7, la momentul de timp. dz; 


— în cazul emen Schemelor cu Er ( SP Tum. 
— în cazul metodei . Galerkin-multipas 


(- Y 5 — yy (uM H BR) uy | 
NBA Up 1 120 πμ τον 
— cazul, metodei schemelor cu diferenţe 
A 0 
0 Es MxM „matrici E 
— în. cazul metodei ` elementului. finit 
A hd bi t ves 


0 Aj; 


Mx d 


s-a notat cu Αι = I — («M + z8R),-iarI este matri- 
cea unitate de dimensiune ; N xN (N — numărul. 
de noduri ale triangulatiei 2) 


Dacă valoarea proprie maximă în modul alui A este subunitari. 
atunci metoda aprovimnatiilor succesive ' 


aues =B în AXe- -1) 
' converge.. Daci se pune. xo = = B, atunci. 
| : = IG A ES AA) B, 
si soluţia : exactă, : a A da “este . | μη 
qc = lim (1 + Α.--. Α.Ε. p AB. 


ko 
Metoda, schiţată, mai sus pune in evidenţă faptul : ei soluţia: sis- 
PUN algebrie la eare metodele deterministe prezentate în $4.1 
$4.9 reduc, m final, problema (4.1)—(4.2)—(4.3) poate fi scrisă. 
ὑπ forma unei serii de puteri (in literatura de specialitate această 
serie se mai numește si serie von Neumann) a cărui viteză de conver- 
gentá depinde de cât de mică, față de unu, este norma matricii A. 
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S-a născut de aici ideea că X^ poate fi, bine aproximat şi oricum cu 
un efort de calcul incomparabil mai. scăzut, dacă în locul efectuării 
limitei de mai SUS, se însumează doar acei termeni care au ponderea 
cea mai mare în seria de puteri (Văduva, 1972). Aceşti termeni, sînt, 
datorită condiţiei de convergenţă a metodei, evident, într-un număr 
finit. Conţinutul efectiv'al noţiunii de „termeni cu "pondere mare" 
cit si numărul lor se stabileşte de: la caz la caz in fuiicţie de nivelul 
de eroare cu care se aproximeazá 'solutia. Esenţial este aici modul 
de'alegere à acestor termeni. Există în analiza numerică tehnici deter- 
ministe, legate de teoria resturilor ‘seriilor de: puteri, bine puse la 
punct, cate eu ün efort de calcul destul de insemnat'dau un ráspuns 
construetiv là această problemi. “Ideea fundamentală a metodei 
Monte Carlo constă în a. alege aceşti termeni aleator, ca realizări 
ale unor familii de variabile aleatoare identic repartizate ce definesc 
un lant Markov.. Simplitatea, generalitatea si reducerea remarcabilă . 
a efortului” de calcul sint iu acest caz evidente. Mai mult, metoda, 
Monte Carlo permite calculul doar a uneia sau a citorva componente 
ale vectorului A fără ea pentru aceasta să fie nevoie să se calculeze 
tot vectorul, avantaj deloc neglijabil atunci cînd, cum este cazul în 
multe situaţii practice, se doreşte. aflarea valorilor procesului des- 
cris de ecuaţia (4.1) doar in punctele de excepţie. Pe de altă parte, 
rezolvarea, sistemului (4.71) prin metode deterministe nu poate fi 
luată în consideraţie, volumul de calcul coplésind chiar un calculator 
de clasă medie atunci cînd numărul de noduri ale retelei sau a a grà- 
delor de libertate ale triangulatiei depă ăşesc suta. Acest număr “hu 
trebuie să pará exagerat de mare, căci, in cazul bidimensional, de 
exemplu, îi corespunde o discretizare a axei Ox $i Oy doar in. “cite 
zece intervale ! Un alt efect nedorit ce apare în cazul utilizării meto- 
delor deterministe în rezolvarea sistemului (4.71) este cel'al acumulării 
erorilor de trunchiere atunci cînd Ls e e odi investigat este ; 
Tes un interval de timp:mai îndelungat... `` 

- Toate aceste consideraţii fai tblidetitdazy necesitatea şi éticionifa 
unui demers de tip Monte Carlo în rezolvarea sistemului (4. 71). Din 
păcate, condiţia de convergenţă pentru metoda Monte Carlo clasică 
(Hammer sley şi Handscomb, 1964 ; Ermakov, 1976) nu este indepli- 
nită în cazul sistemului (4. 71), norma matricii A fiind unitară sau 
supraunitară. Pe de altă parte, matricea A nu este întotdeauna sime- 
trică şi pozitiv definită pentru a putea utiliza tehnica prezentată 
de Halton (1970) de transformare unui sistem într-un sistem echiva- 
lent cu matricea de normă subunitară (pentru a putea aplica apoi 
metodă Monte Cailo clasică). Aceleaşi motive, împiedică şi utiliza- 
rea metodei Monte Carlo generalizate (Enăchescu, 1976). Considerind 
rezultatele obţinute i în depásir ea acestor dificultáti in cazul problemei 
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lui Dir ichlet pentru ecuaţii eliptice (Ehrlich, 1956) sau a problemei 
mixte pentru ecuaţii hiperbolice (Enăchescu, 19822) se prezintă in 
continuare pe baza lucrărilor lui Enăchescu (1980 şi 1982b) o metodi. 
de tip Monte Carlo de rezolvare a probleme diserete asociate pros 
blemei (4.1) — (4.2) — (4.3). 

Metoda prezentatá poate fi luată şi ca o metodă. Monte Carlo 
pentru rezolvarea unor sisteme algebrice particulare. Cu riscul unor 
formule mai stufoase şi uneori a unor demonstraţii. mai dense. S-a» 
preferat, în cele ce urmează, o prezentare independenţă de, teoria: 
generală a metodei Monte. Carlo pentru sisteme algebrice tocmai 
pentru a pune mai bine în evidenţă : modul de deducere a noii me- 
tode; caracterul. său original; conceptual diferit de metoda Monte | 
Carlo clasică ; legă ătura noii metode cu procesele fizice pe care le simu- 
lează. 

S-a discutat piná acum de. modul de punere a problemei (4. Tes 
(4.2) —(4:3) sub. o formă care să permită grefarea unei metode: Mon- 
te Carlo. În cele ce urmează se prezintă “al doilea pas al demersu- 
lui probabilistic, anume construirea lanţului Markov. i 

Ele l2uin- 91e un lanţ, Markov: cu mulţimea stărilor 


j Ari - [ο în Vb metodei schemelor cu diferenţe 


anr A {τμ = = O, M} τισ. în cazul metodei elementului, finit 
definit pe eimpul de. probabilitate (Q, iate Ῥ):: 


| 028 X Sx. ^s 
H = PS) x PAS) X.. AH 
ap (Sof X (sx. -Χ {5ο} XQXQX..1) File o) Pss, -- + Dis en 
unde (ps, s) sînt, “probabilitățile de trecere. (coeticientii matricii sto- 


castice). ale lanţului Markov, Z(S) este mulţimea părților lui S iar 
π(5ρ) este probabilitatea iniţială a'Stării sg. Existenţa probabilității P 
este dată de teorema probabilităților pe Ede produs. Se defi- ' 
neste: | aH 
i (în cazul- metodei Sie răi: eu: diferente i 
CIA pentru δι = (ti, a) Și $,'€ es T æ) ` 
0 în rest ` 
în cazul metodei elementului finit RUE 
Ps Üm pentru S; m αμ Φρ᾽ si Sm € VIA i= i A Z(O) unde 
Yr ΙΝ DD) = {, (Y) ρε. P(D), ΟΠ) # 0 (Y) £a nod 
altriangulatiei 7, " astfel incit. m;, 70 eu Mjn: coeficienţii 


matricii. globale Mj. 
| 0 in rest. 


250 


cu 0 «qs qu SR SP, Digli ARIS d; = 1 (a se 
ο (tg zj sy Επ, „ti Xe). | ᾳ 

vedea, pentru o introducere e analogă a ΠΠ de trecere şi 

Kushner, 1977). 3 


AEA definiție suger cază,. următoarele : 


„1. Dacă lanţul Markov {2m}m=0,1... se află intr- -0 stare S, atunei ur- 
mătoarea stare vizitată vafis, CU pr obabilitatea Pss, Concret, aceasta 


înseamnă că în cazul metodei schemelor cu diferențe, dacă {Zm} 
se află în nodul (t, 2;) al reţelei It. atunci următorul nod vizitat se 
va afla numai printre. nodurile apartinind sablonului punctului (t; 
4;); în cazul metodei elementului finit, dacă (25) se află in starea 
(ty Φ)) atunci următoarea stare vizitată se và afla numai printre 
gradele de libertate vecine > lui 0; in triangulaitia 2; la momentul ls 
sau tı. 


2. Dacá se impune ea » Das, xn atunei Pse 5 = 1 — Σ Ps 7 0 


este definită ca fiind opa ca lanţul 1 Markov s să sară în cel 
mai apropiat nod aflat pe frontiera óD a domeniului faţă de nodul 
ce intră în definiţia lui s. Se va defini acest caz ca modelul găurii 
negre în analogie cu termenul din astronomie, deoarece așa cum o 
gaură neagră presupune posibilitatea de a sări dintr-un punct αἱ 
universului într-un alt punct cu totul diferit ea spaţiu si timp; tot 
aşa si cazul ps. 5 0 permite ca următoarea stare vizitată, să nu fie. 


obligatoriu o stare vecină; topologie cu starea de. start, οἱ una, aflată 
pe frontieră (din motive ce vor fi discutate în $6.3). Este evident că, 
într-o situaţie reală, cînd soluţia problemei (4. 1)—(4. 2)—(4. 3) are o 
semnifieatie fizică concretă, este posibil să se impună alte reguli de 
alegere a următoarei stări de salt, cînd ps, # 0, mai adecvate modelu- 


lui studiat (pentru alte modele ale acestui mers la întîmplare, cum se 
mai numeşte în literatura de specialitate lanţul Markov introdus mai 
Sus, a se vedea Haji-Seheikh si Sparow, 1966). 

'Se definese coeficientii de pondere (9s Met traicetoriei lanţului 


Markov, cind acesta, trece: um starea δι in starea Sas astfel 


— in cazul, metodei. schemelor cu diferenţe ln 
“unde, Sp = (mz, Mgh, ma^, m4A)e Iit (t; 2) 
lar Ym,m,m, este element al celei de à m, matrice 
A din definiţia matricei A a sistemului (4.71) 


— în. cazul, metodei elementului finit ar, jm, unde 

i Sm = (Mir T, Om) € fta ti-1} X X(0,), iar an, m; este 
element al celei de a m, matrici A, din defi- 
niția matricei A a sistemului (4.71) | 


Y 


Cea SS Πε 


ο. e (fas ) Eus ea, iniţială a lanțului Markov ; 
(Re) = 15 


— în cazul! Metodo schemelor cu diferente. 
 «SF'(a5) dacă z 2 A τς 

— -în cazul metodei elementului: finit. 

T b: m 


ο συ 


) 


DI ο). X (ua spa) eps 


dacă ση = ({μι 5). | 
0 cînd lanţul: Markov ajunge intr- -o stare Abonimi 


8» CE S - — mulţimea, stărilor absorbante ale lanţului Markov (zs 


-în cazul metodei schemelor cu diferente . 
(3 = (în ale 2D (V) t). 
jn cazul metodei elementului finit 


fs = (t Φ,/Φ,, grade de libertate ale nodürilor tri- 
angulatiei 7, aflate pe, aD, (V) τη. 


Stările acestei: mulţimi. au proprietâtea că 
τ pas, = 0 (V) S € S* s Sm € S. 


Pe baza ERUNT Markov {zm} se introduce estimatorul primar δ al 
ος st 8, οσο 20 8 Sistemului (4. T9), astfel 


= „3 της Hn z Morin hate (4.12) 


m= ud 


unde nt. = EENE TE = Rj e 8) ; este momentul primei absor AM 
Cu acestea, se pr formula următoarea teoremă : 


TEOREMA 4.2 Gra condiționată Q estimator ului d dîndu- -se 2 
= So Există. și dy Unică. 


Demonstrație. Unicitatea lui M(6/20) ezita imediat din 
unicitatea formulei (4.72) si din definiția mediei condiţionate a unei 
variabile aleatoare,  Rámine de demonstrat „că 


M(0/s) < οο. E (4.13) 


Din formula (4. 12) 51 din faptul că v, lungimea traiectoriei lanţului 
Dange este o variabilă aleatoare discretă rezultă că 


M( (ν/5ο). < co-»relatia. (4. 82). 


Se observă că 


i (v. CR jeg) = ΠῚ Tn Pssn Po: T Hi Τα ler = = S T 


formulá obţinută din definiţia probabilităților da trecere ale lanţului 
Markov {2m}. Multiplieind relaţia obţinută cu n — 1, sumind de la. 
n = 1 la cosi utilizind definiţia mediei condiționate a unei variabile 
m alenna goe; se Splai 


(νεο) = Σ Poem MG] = ΓΣ 
Dacă zs. este: intr-o stare Jo ară atunei M( v) = = 0. Cu notăţiile 
M* = (Προ = (ts) 
P (Pss BE unde 8ι = (tn: 5 Ss, = ο ) 
ra (il 1. T dg vector bri diniensional 
se obţine sistin suge bete | 
x [E ED (4.14) 


unde I este T od unitate de dimensiune M xM. 
Matricea (I — 2) fiind simetrică si pozitiv definită, deoarece q;;— 
=q; Şİ qu < 1 (Y) i # 1 (din modul de construcţie al matricii), este 
întotdeauna, inversabilà, deci ASTE Ne 14) are intotdeauna solutie. 
ήν 


TEOREMA 4.93. Estimatorul primar 6. este un corimtlan nedeplasat 
al componentei. c, a. soluției (4.61). | TT 


Demonstraţie. A demonstra teor ema 4. 29 inseamnă a 
arăta că 


Müjs, = = (tj: yy ug 
ceea ce este echivalent cu'a arăta Că 
M(6/z0 = (t-)) = AM(je, = ({ι-ιν-)) SF: 


in cazul metodei schemelor, cu diferente, sau 
(M + 585 R) MÔ/zo = (01) = 7 Σ Baie — 


j „i i i 
μα. XC (α M p EXC ο. (le L-23” se» l 


0 


» 
| 


în cazul metodei elementului finit. Într-adevăr .. 
„M(0/z) = ba, ΕΣ P(z, = 5/20) M(vss B. ie (2, = s)) 


Dar. lanţul fiind Markov 


Mj) = b. Ρίου => 8/29) vus MĂ, fa, = s) 


lor se obţine  ' > : 

M(0/2, = (t, οὐ) = «SF(2j) + | 
apo ; Cmn, MO — (in, ns) Mah, 2242 
i (my, Pa? Mad, m4) EIE, x) Ymamam, ( / 1 ( 1 ) 9^5 3^3 zi Q) 


Inlocuind in formula de mai sus pe d, si P(z, = 5/20), cu definițiile - 


în cazul schemelor cu diferente si 


M(jjs, = (în 05) = τὸ Britta) — 


nn α MU 
— Y («M 4- «e; R)M(0/z,. => (lieissy 05) --- 
CUN] i 


| 2 | 
A ai, mM (0/2 — (m7 + $,))—« agi ο) — 
(m,7, Dina) e(t, t, ix E(D) um i κα ολ ta da Άν P3 δι ew. 


ri ο 
— Y (er B4) M(Oe = (fuco; 0) + - 
k=0 | TOY Ale h πας 
-- Y £ Òh τὰ («om jm, Boti.) Μ(θ/οι-- (m^, η) 

Ε ma 119 1 ᾱ f 
în cazul metodei elementului finit: : ii q.e.d. 

Similar (Enăchescu (1980) pentru metoda Monte. Carlo: grefatá 
pe scheme cu diferente) se poate arăta că momentele de ordin supe- 
rior ale estimatorului primar ἢ satisfac sisteme de tip (4.71). Din 
păcate, termenul neomogen al acestor sisteme conţine valorile unor 
momente de ordin inferior, ceea ce face, de exemplu, inoperantă 
utilizarea formulei momentului de ordinul doi în estimarea exactă 
a dispersiei. i 


4.3.3. Eroarea de aproximaţie a metodei 


În cazul metodei Monte Carlo eroarea. de aproximaţie trebuie 
înţeleasă în sens probabilist, adică dindu-se 5 >0 suficient de mici 
cit este s > 0 astfel ineit . n s 

4 P(IS, (i) ims & | πανε LS v 


„254 M 


unde S,(2) = . (6,--0,4- .. Εθν), eu 0; valori de selecţie a variabi- 
lei aleatoare Ó generati pe baza lanţului Markov (2,), eu Zo = (ti 
lar 4, a 2-8 componentă, : a ΜΗΝ Xa sistemului (4.79). Se va serie 


(pesos AR 


Ῥ(]α, — S,)] «: 9- QE CIT 


αἱ, şi d = D(S Sa (Ρο = = Ss 3r Aplicind Sore limită cen- 


cul d, = 
trală se obţine . 
| Fichas DUAE 
ua | 22 y μμ Ἃ 
͵ E 1 e 9 6 
ΑΒ Otet) ΜΑΙ ΕΜ la beţia ys s 
di? qd? 7] yes a 
şi 
E m 
oo 
| 9 r 
Ul]————— e gr 
f2z ὁ, 
ES PT 
ΠΣ 


Pentru o alegere a lui ὃ = — 0, 10455 rezultă; ο... 51 deci: 
c 
| 


πα. (4.15) 


Se obia! deciji prin metodă Monte Carlo; a ià componentă t 


solutiei sistemului (4.71) eu ο eroare de cel puţin 2 Vă eu proba- 
bilitatea de 95 "4030. Mărind volumul selecției J^. se poate obţine o 
mMieşorare a marginii inferioare a erorii de aproximaţie. a metodei. 
Un efect identic se obține dacă se micşorează dispersia estimatoru- 
lui 6. Acestea vor fi cele două direcţii pe care se va merge pentru 
creşterea, eficienței metodei Mie Carlo. 


4.3.4. Convergenía metodei 


Asa cum s-a arătat în g4: 3.1, pe baza, legii “numerelor mari şi a 
inegalitátii lui Cebişev s-a inferat convergenta in probabilitate 8, 
mediei aritmetice. S (i) către valoarea medie M(0/2, — (t, -)). Eroarea; 
care se face aproximind valoarea medie cu media aritmetica este 
dată de formula (4.75). i 
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Dar conform teoremelor 4.99 si 4. 23 6. condiţionat de $5.5 (113 
este un estimator nedeplasat al: câmpoieritei 4 a soluţiei sistemului. 
(4.71). Din modul de construcţie a sistemului (4.71) rezultă οὔ a i-a 


componentă a soluţiei sale reprezintă : : 
— jn. cazul metodei- schemelor cu diferente | : 


uv) valoarea solutiei problemei discrete (4. 10)- 43. 3 — (4. 9) 
în nodul (î;, 4) al reţelei R; 


— în cazul metodei elementului finit 


Ji valoarea celei de a ᾖ- componente a sistemului ebli (4.49) 
la momentul li. După cum se ştie, valoarea într-un nod æ; al tri- 


angulatiei 7, la momentul 1; al soluției Xprobieiaăă diserete asociate 
projpletaci e 39) este 


eu πα) numărul gradelor de libertate ale triangulatiei 7; în nodul 
ση 51 N; dimensiunea spatiului V;. 


Consideratiile de mai sus perbüit enuntare ea următoarei teoreme : 
TEOREMA 4.24. Metoda Monte Carlo este consistentă, stabilă οἱ 
converge în másura în care metoda -deterministă pe cave este: gr efatá 
(metoda schemelor cw diferente sau metoda elementului finit) este con- 
sistentá, stabilă si conver gentă. 

“În cazul cu totul particular, cînd matricea A are valorile proprii 
subunitare sau sistemul (4.71) poate fi transformat într-un sistem | 
echivalent a. cărui matrice are valorile proprii subunitare, se poate 
face o demonstraţie directă. a convergentei metodei, Monte Carlo pe 
baza, următoarei leme : 


y LEMA 4. 25. Pie AL. o matrice cu valori pri oprii subunitare. Atunci 
seria. 


co 
me RS convei ge, 
i k=0 
unde a este un vector de aceeași dimensiune n cu uH. 
Demonstraţie. Se descompune H — X-1D X-—H'— YX-1D*X (cu X ne- 
singulară). Seria devine V, A -1D*(Xa). Se observă că este suficient să 
k 


se studieze convergenta seriei pentru II = Da Oum 


war ip darin ed fDfáj 707 ^ PL iran 
D= ui cr Tren = D'a SEMI CISS ση Ἡ ni s ΠΝ ue» 


unde pj, ας τς n sint valorile ` proprii ale matricii H. Dacă μ»1-» 
dI. al: P J'eu al și I matricea ` "unitate de dimensiune A. Se 
observá că (3)p astfel incit isiiz-20 Cu. acestea 


Hr Y (al Y da DIL νη; zana 
e Ἕν ata Ty, Opera eot 


r3 TI 4 ͵ 


este: convergentă“ 


4.3.5. Fehniei de creștere a, „preeiziei metodei 

"Pentru à mări QUE. de convergenţă, a metodei Monte Caxlo.s si 
pentru à 'obtine'o aproximare mai, bună a, soluţiei,.se. utilizează, ο 
metodă Monte Carlo de tip secvențial (pentru ideea generalá şi aplica- 
rea metodei în cazul sistemelor liniar. algebrice, ase. vedea ΠΟ area lui 
Halton, ο 2) hp e 


- Notind cu M"(6)e,)- Aproximafia lui a; la. pasul a m prin anetoda 
Monite lediito secventialà AA 


ȘI, Cu, = DAC | EP --αν — M" (js, = = [o )) 


| 
se, optine 9 metodă d ME de forma, ου... 


"ma iz "TEE 4 l 


s : d l b hy, Nod — We a $ ΑΕ". 94 ; "t X : (4.76) 
cu pr = (EPY; gi Wa B HAMO) — Mao).  ' 


Din modul de intro etes a sistemului (4.76) se observă că pro- . 
blemele discrete care l-au generat au condiții iniţiale, şi Ja limitá nule. 


Notind eu K- = TANE. -- IAD se. poate enunta urmátoarea 
CHF 


d 


TEOREMA 4. 26. παν ul primar “de tip m 72). definit me w 
sistemul. (4/76) este un estimator -medeplasat dl lui ET οἱ dispersia sa 
este asimptotic mărginită deun multiplu de K”. Metoda conver ge geo- . 
metric dacă JA || < 1 2 2 0,707. 

Cu notatiile introduse mai sus, metoda Monte Carlo seovenţială 
pentru ecuaţii parabolice a fost; transformată într-o, problemă Monte 
Carlo secvenţială pentru &istenie liniare.' "Aplieind teoremele 9, 10 
şi lema 6. din lucrarea lui. Halton (4962): gistemului (4.76) se obţine 
prima, parte a teoremei 4.25. În ceea ce privește condiţia de conver- 


17--ο. 891 
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genţă geometrică, ea, rezultă, din lucrarea lui Richtmeyer .$1 Morton 
(1966). "am ri Tia AMO T 
Aşa cum se anticipa in $4.3.3. o altă cale de micsorare a erorii 
de aproximaţie a metodei constă in minimizarea, dispersiei. Dindu-se un 
set de transformări a estimatorului primar Ó care conservă valoarea 
medie dar schimbă dispersia, se pot construi în general variante ale 
metodei Monte Carlo mult mai eficiente decit cea inițială. Creşterea 
eficienței este legată de considerarea unor informații suplimentare 
asupra soluţiei problemei discrete pe care se grefează metoda Monte 
Carlo. În cele ce urmează, se vor prezenta citeva, tehnici generale de 
minimizare a dispersiei (Ermakov, 1976) adaptate problemei stu- 
diate. I LL. e; Nin ai E 
Metoda separării părţii principale. Se presupune οὔ se cunoaşte 
o aproximaţie grosierá a componentei v; a soluţiei. sistemului (4.71) ; 
fie aceasta ὤι. Se poate vedea uşor că diferenţa e, = xc, — ὦ; este solu- 
fie a unei probleme discrete analoge cu cea iniţială dar cu condiţii 
initiale $i la limitá aproape nule. δ πρ E nui ph : 
Conform principiului de maxim "pentru ecuaţia, .cáldurii.(a se 
vedea 84.1.2) e, este apropiată de zero si împreună, cu formula mar- 
ginii superioare à dispersiei D(0/z,) din $4.3.6., rezultă cá dispersia 
diferentei e; va fi micá. bar hdan" Ae ' 
În concluzie, pentru a obţine: o soluţie cu o precizie ridicată, 
după estimarea primară, relativ grosierá a lui 3, se aplică, în con- 
tinuare, succesiv, metoda separării părţii principale pentru estima- 
rea lui e; pină la, atingerea, nivelului de eroare cerut, soluţia acestei 
metode hibride, primară-separării părții principale, fiind in final 


»w τ η πο É 
v ιτ ἂν RI ene. 
2, Sd vel αι 


unde n, este astfel ales incit ὦ, să corespundă erorii e impuse. 
^" Metoda seleetiei esenţiale. Se presupune cá se cunoaşte o aproxi- 
maţie grosierá 2, a componentei ? a sistemului algebric omogen 
(adică B = 0, această ` situație rezultă în cazul metodei: schemelor 
„cu diferente cind F(t, P) = 0). Se introduc probabilitățile de trecere 
t r ES "^ „Zi Ts 

Ρε», = Ός ο ρε, TES 

t . T B H 
“CU 5) δε S mulţimea, stărilor lanţului Markov. 
Este uşor de verificat; cá în ipotezele date (p:,,) formează o matrice 
stocastică.. | scs UNT | 
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Cu acestea se poate enunţa următoarea lemă :, s 
LEMA 4.27. Dacă aprovimalia Ὁ; este'solulia exactă a sistemu- 
lui omogen de tip (4.71), atunci dispersia laii 0 este zero. ` 
Demonstraţie. Din teorema 4.23 există relaţia 


M(0/20) = Y; Όρθρος 
: ! seS 


"AL 


cu 5, c S submultimea stărilor vecine lui (î;, &;), respectiv (t, 6;)* 


adici S, = M(t, 2), respectiv S, = (tj, t 4) x X(0,). Dar 


τ/β j Ps Su» să 
M(0/29) = y Vss Us —-— Pss 
l ^ SES; SoS . 
Cum dispersia lui 0 este 
ΟΝ. 
ΜΜ ος iridis δι 
D2(0/20) = Y ο M Ds — η) ss 


„ses, SoS 


rezultă, pentru p4, definit ca mai sus, οἱ ὦ, =x, că dispersia esti- : 


matorului primar 6 condiționată de'2 = (f=) este zero. ; 


| 
| 


In: coneluzie, pentru a obţine o. soluţie cu ο: precizie ridicată 


după estimarea unei aproximaţii grosiere 2; prin metoda Monte: - 


(0) θ( ἄν): 


Calo primară, se aplică pentru; un singur pas: nietoda separării- 


v 


părţii principale, care, după eum s-a arătat nu numai că micşorează 
dispersia dar în același timp transformă sistemul (4.71) într-un sistem 
evasiomogen. De la acest moment, xe. poate aplica succesiv metoda 
selecţiei esenţiale, folosindu-se de fiecare dată ea aproximaţie a 


soluţiei e; valorile calculate Ja pasul anterior. In final se obţine deci. 


la erts sp | 
«Ὁ = Tit > Cin 
Fut k=l | 


cu €; soluţii ale sistemului omogenizat (4.71) obținute prin aplicarea 
Succesivi:a metodei selecţiei esențiale. Ei δ 

Metoda stratifieárii.-Se presupune că se cunose valorile lui a 
respectiv lui (Va) pe frontiera unui subdomeniu D(t; »;) c D care 
conţine punctul (ἐν 2;) în care se doreşte estimată soluţia problemei 
discrete. -Reaplicîind principiul de. maxim pentru ecuații parabolice 


se constată că dacă se estimează componenta 2; a sistemului (4.71) 


doar pe baza traieetoriilor lanţului Markov din subdomeniul D(t, αἱ) 
considerind nodurile de pe frontiera sa ca stări absorbante si 
asleurind de această, dată lui ὃς "valorile cunoscute ale lui 4, respec- 
tiv (94) din aceste noduri, dispersia estimatorului primar Ó este 
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substantial miesoratü. Se obţine cu această, „ocazie $i o majorare 
„mai fină” a a dispersiei in formula. din. $4.3. 6. 


Dacá subdomeniul . este, astfel. ales încît, să: conțină doar. punctul 
(t, 2), iar valorile în. nodurile vecine ale solutiei diser ete sint. ecacte;. 
atunci dispersia estimatorului ô prin metoda stratificări ii este zero. 


4.3.6. Eficienfa. metodei 


Eficienta metodei Monte Carlo va fi învestigată din două puncte 
de . vedere 


— Ὃ δα de etr necesar obţinerii soluției Quo eroare 
dată şi probabilitate mare ; 


— numărul mediu de operaţii. necesar estimării soluţiei in 
metoda Monte Carlo. 

Volumul de seleetie necesar obţinerii soluţiei cu ο eroare dată 
si probabilitate : mare. Dindu-se: e 0 οἱ 5. 90 şi foarte :mici,. 5 


să 
se estimeze W. astfel încît; PSJ y "nn | ἜΠΗ) 53 1;—'25, (unde: S) 
are: semnificaţia din $4.3:3.). 


Aplicind o tehnică folosită în lucrarea lui Gui tiss „tao: 56), analogă 
celei prezentate: in .$4.3.3., se obţine pentru ὃ = 0,0455, deci cu 0. 
probabilitate mai mare de 95,45%: 


| razi zs Dx Ddeon | πως, 
p 


unde s-a notat eu ['] functia parte (nireagd. 
Pentru a finaliza studiul sia face formula (4.77) operativă se 


dá o evaluare à priori a marginii superioare a dispersiei condiționale- 
Din structura formulei (4. 72) se observă că. 


max | ma) pen 
K 1 v max Όρο). mla BID 
Utilizind Tnegalitatea ` M(E - -— M(E)* < — (à d (£)? unde'£ este o 


variabilá aleatoare mărginită de P, um D*(0/25) < p şi decr 


N -[-3 | μα (4:77b} 
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Dacă max v. = 1 nici formula 


m 


(4.77b) nu este operativă. În 
acest, caz, din structura formulei, (4,72), se 


observă οὔ, 


10| € »* max b, | ^ Mn 


m 
şi utilizînd rezultatul lemei 4.28, se obține 


= II B = R, 


i 


16] < 4/2 max D 


şi deci o ο ate] T ^i (4.176) 


unde ij este momentul dé timp la care se estimează solutia problemei 
πεστεῖς τ.» "TO a a | 
ο ο observă că (4.77 ο) este o formulă de tip global valabilă pentru 
orice nod al reţelei respectiv triangulatiei domeniului D la un moment 
de timp f; fixat. În situaţiile practice, în cazul reţelelor sau triangu- 
laţiilor neregulate $i a estimării soluţiei doar în citeva puncte cri- 
tice, prezintă interes formula lui Ehrlich de estimare a volumului de 
selecție ca funcție de punctul in care se aproximează, soluția. Această 
formulă,: de tip local, dă pentru ο eroare de e = 10-? (acuratete de 
ordinul sutimilor) următoarele! volume de selecţie © 9e 


cu o probabilitate de 5094 4 — 18.198 105 


cu o probabilitate de 1595. N = 12.900 qp (4.78) 
cu o probabilitate de 95%, M — 153.644 Rè 


unde R, = «(1 — a) eu w.a i-a componentă. a. soluției, exacte α 
sistemului (4.71). Formula (4.78) este mai adecvată decît formulele 
(4.77), dar este mai restrictivă deoarece presupune scalarea sistemului 
astfel ineit |z,| < 1, eit si cunoaşterea măcar aproximativă a solu- 
tiei αρ | wit ^1 AA ad. i 

Numărul mediu de operaţii necesar estimării soluţiei. Pentru a- 
estima efortul de calcul necesar obţinerii unui nivel de acuratețe 
dat, se fac următoarele ipoteze : d 

a) compărativ eu operaţiile 'de inmultirecimpártire operaţiile 
de adunare-scădere sint neglijabile ca timp calculator de aceea: nu 
vor îi luate în consideraţie la evaluarea numărului 'mediu de operaţii 
necesar estimării. soluţiei; i T 1 m 

b) termenul liber B şi matricea A a sistemului (4.71) sint dati; 
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ο) generarea unei stări a, lanţului Markov. {en} este. comparabilă, 
„ca timp calculator, „cu durata unei operaţii de inmultire- impártire. 
În ipotezele a—e se calculează în avans si apoi se memorează 
coeficienţii de FIRME. its she» Calcul care necesită, eard*(S) ope- 
ratii. 


Pentru a calcula o valoare de selegtie au estimatorului . primar 
sint necesare 


este ϐ = EO e ΤΣ x Ὃς "i 


(n* — 1) generări + οὐ inmultiri — - Oa — 7 operatii ; 

FT DM sisteme neomogene (in acest caz. estimatorul primar 
este ὦ = zo F Use Us, WE. M Cans ode - Deea A WUA) i 

(n* — 1) generări + 2193 inmultiri — = gn* — 1 operații. ΜΗΝ. 
ΤΙ particular, “dacă ο n (V) Si s;e S sint necesare, in ambele 
Situaţii, 70 .— 1 operaţii. | 

Conform, celor prezentate, anterior, pentru. a "obţine | O, eroare 

dată se, cu probabilitatea, 95 isa sint necesare. γ᾽ traiectorii (eu. A 
dat de formula, (4.77 )).. 
Cu acestea, numărul mediu de operaţii necesar estimării soluţiei 
“problemei discrete prin metoda Monte Ca lo cu o eroare dată. ε $i 
probabilitatea ' 95, ,19 95 este 


— pentru sisteme omogene (Biz - 0) 

card? (S) + M(v/eg) t M M(v/20) — 1) operaţii. , (4.79 2) 
„— pentru sisteme neomogene (B #0) 

card*(8) HNM) — 1) 4- 2M(v/&), operaţii (479 b) 


Pentru a estima lungimea, e M(>/20), a traiectoriei. lanţului 
Markov . dl condiționată. de faptul Că lanţ ul. Markov porneste din. 
2, se enunţă următoarea lemá: 3 

LEMA 4.98. Lungimea, medie a traiectoriei. Tanfului Markov (2) 
pornind dim zo = (t în) este majorată de 


Ia te) 2 


: unde || ll. este norma euclidiană. 

Demonstrație., Conform unui rat ionament, analog cu cel. din. teorema 
4.39 ΜΙ (ν/Ξο) verifică, o schemă, cu diferente neomogenă cu condiţii 
iniţiale si pe. frontieră; nule, de tipul 


M(v/20) = Σ, Pss M(v]2,) + 


SES. 
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Pentru a sibi 0 margine super oară, τ M (v[29) se.va E iei ecuatia 
de mai sus prin metoda separării variabilelor. Cu: condiţiile de. sta- 
bilitate impuse de inegalitatea μέ. se obtine majorare a 


ο = (e) < X ΠΠ; 


n==0 


M 4 T. 07 " | K ET 
Cum [ο = Y Fi cu F,-—— (Lcos πι) 
an ΔΑ; 


coeficienţii Fourier ai. ώς, by zl, dne, galitatea din enunţul lemei 

rezultă printz- un calcul uzual 

Ed ! (q:e.d.) 

Cu aceasta, se; poate conchide. ο că numărul mediu de operaţii 

necesar. estimării soluţiei pr oblemei diserete, la inomentul t; prin 

metoda Monte Carlo. cu o eroare dată s'$i probabilitatea, 95,45 ^o 
este de ordinul 


; . 9 : ΣΤΑ — 8 ve >. : 4 E ! i ee d o... ον 

n card (S) 4-7 (i UE πλ. 3) "operaţii. 
. Se observă că acest număr er reste eu pátratul dineti rete- 
lei, respectiv triangulației si liniar eu momentul de timp la care se 
estimează soluţia; Pentru ret ele mari, metoda Monte jarlo, este: net 
superioară, din acest punct de vedere, oricărei alte metode deter- 
ministe, căci în cazul metodelor“ elasice numărul de operaţii creşte 


direct t proport ional cu cubul dimensiunii reţelei, respectiv. tr iangula- 
tiei-- 
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τ EXPLOATABILITATEA. ECUAŢIEI - 
"DE: DESFĂŞURARE. A PROCESULUI, 


πμ problemei- mixte. (4.1)—(4.2)—(4.3). în: prevederea 


evoluţiei proceselor energetice din a terestră este esenţial legată 
de cunoașterea parametrilor a bU, s οἱ F: 

"Pentru unii: dintre aceşti: coetieiengi- (cum | ar, îi a) se cunosc 
estimatii ale valorilor acestora, obţinute” prin. experienţe: de. labora- 
tor sau de teren. Pentru alţi coeficienţi (cum ar fi bw, s) se cunosc 
doar ordinele de mărime ; in sfirsit, pentru It, P) nu se. poate aprecia 
nici inácar ordinul de mărime. Este drept că: ordinul, de mărime al 
majorităţii parametrilor poate fi, estimat; pe baza formulelor anali- 
tice ce leagă acesti parametri de valorile, u uşor: măsurabile, ale pro- 
cesului investigat. Din păcate, aceste. formule sint valabile in con- 


ditii atit de restrictive încît practic nu pot fi realizate si nici măcar. 
aproximate multumitor decît: într-un: număr infim: de: eazuri; de 


„aceea; valorile parametrilor: obţinute prin aceste formule nu au decit 


o importanţă orientativi: Și locală, distribuţia reală a acestora, tinind. 


cont de procesul investigat, neputind fi stabilità decît pe baza unor 
metode. numerice. 
Un alt aspect major legat de utilizarea problemei mixte (4:1) — 


(4. 2)—(4. 3) în prevederea evolutiei proceselor energetice din crusta 


terestră este col al calării modelului matematic. pe situaţia reală 
învestigată. Ca orice model stiintifie, modelul problemei mixte pen- 
tru ecuaţia parabolicá. cuprinde, in cazul aplicării în vederea prog- 
nozàári. evolutiei unui proces energetic real, elemente cu atribute con- 
flietuale — realism și simplitate. Astfel „pede o par te, modelul servind 


drept. aproximaţie rezonabil de apropiată a, realităţii modelate tre- . 


. buie să încorporeze cit mai multe aspecte importante ale procesului 


real; iar pe de altă, parte, pentru.a putea fi usor de manipulat si 
înţeles, modelul trebuie să fie relativ simplu. Din păcate, de cele mai 
multe'ori un model realist este foarte rar simplu, iar un model sim 
piu este foarte rar a al ant aper de altă parte LA. unui model 
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At este să permită specialistului οὔ det ermine mai corect, mai 
bine fundamentat si implicit mai sigur cum una sau mai multe schiin- 
Däri în diferitele componente a ale procesului modelat Vor afecta, alte 
componente ale procesului sau „procesul in^ întregime, armonizarea 
atributelor conflietuale ce apar inerent in Cazul implementării și în 
practică à unui model teoretic, formează obiectul unor. tehnici Și 
metode de calare a modelului. Dintre aspectele mai importante legate 
de această problematică, se rețin cele legate de generarea şi validarea 
datelor. primare solicitate de model, „precum $i. deterininarea -unor 
pași de diseretizare care să corespundă unei calări optime. a modelului, 


În sfirsit, un pipin; aspect. important legat de utilizarea proble- 
mei mixte τα es (4,2) —(4.3) in preveder ea evoluţiei, proceselor: ener- 
getice din. crusta RUN este cel al simulării modelului matematic. 

calat, în sensul. celor discutate mai sus, pe Q situaţie, reală, dată. 
Simularea în accepțiunea utilizată aici nu înseamnă numai reprodu- 
cerea si observarea pe o perioadá dată, de preferință viitoare, în 
condiţii de perfectă observabilitate şi control total, a procesului 
real investigat cu ajutorul modelului matematice al problemei mixte 
pentru ecuaţia căldurii, ci înseamnă si corelarea ritmului de desfá iṣu- 
rare a procesului artificial cu cel al procesului real astfel încît rezul- 
tatele simulării să nu fie nici retardate.si; nici avansate față de reali- 
tate. Tehnicile si metodele.prin, care se rezolvă, această, problemi 
formează obiectul modelelor de simulare. ; i 


Aceste aspecte majore sint: estimarea- parametrilor ecuaţiei de 
desfásurare a proceselor ; calarea modelului:; modelele de simulare 
ce caracterizează- univoc procesul de; 'coneretizare: si.adecvare la 
ο: situaţie! reală dată a abstraetiilor si rezultatelor generale ale modelu- 
lui matematie alcătuiese exploatabilitatea. ecuaţiei. de desfăşurare a, 
proceselor.: Aceste: apes, vor constitui. subiectul acestui capitol. 


ESTIMAREA PARAMETRILOR 


Tehnica prezentată în continuare pentru estimarea parametrilor 
unui proces, energetic din crusta terestră constă in aplicarea metodei - 
celor mai mici pătrate, utilizind măsurătorile: făcute la două momente! 
de: timp succesive . asupra procesului învestigat si ge merid a: 10), 
respectiv (4.46) ea ecuaţie de condiţie. 


Înainte de a trece la prezentarea eta μη a metodei trebuie 
subliniată o restricţie majoră a acesteia : “metoda celor mai maci pátr ate. 
pentru’ estimarea parametrilor thui proces energetic din crusta, terestră [7 
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Au. poate fi aplicată decât unor. r procese nestaionart ; ; mai, mult chiar, 
pentru ca rezultatele să fie. concludente tr 'ebuie ca procesul să fie sta- 
bilizal: (matematie, aceste condiţii se exprimá astfel : derivata locală 
ἓψ[δί trebuie să existe, iar „coeficienţii ecuaţiei 4.1. trebuie să fie 
doar funcții, de apai nu şi de timp): 


Dem Metoda celor mai mici pătrate 


În capitolul precedent, în demersul de rezolvare. numerică a 
ecuaţiei. de desfăşurare a proceselor energetice, din crusta terestră, 
E: fost atașată ecuaţiei (4.1) ecuaţia discretă (4. 10), respectiy (4.49). 
Aceste ecuaţii sînt liniare atit. ÎN Uas respectiv. Wa: Cît si în para- 
metrii a, bi, $. Serise generic, ;punind in evidenţă; dependenţa de 
pari ametrii, aceste. ecuaţii apar sub torma 


CN 
prog eae cum -—1,N. (5.1) 
(pa pla 


unde Neste numărul de nodüri libere, erika gradele de libertate 
ale. reţelei It, respectiv triangulaţiei 9; ; 

^o Xa — Un. ΑΡΗ 3x1 Erie Ri INN depinzind liniar doar de 
Uz, respectiv φιλ, reprezentind! coeficienţii parametrilor «, bu, s din 
ecuația- (4.10), respectiv. (4.49); X 

y, este o variabili depinzind doar de uz; respectiv p; inglo- 
bind toate variabilele. ce nu'sînt'coeficienţi sau nu depind de para- 
metrii, bu, s în ecuația” (4.10), respectiv (4.49). 

“Deoarece se presupune că vectorul Xa şi viabil ya pot fi deduse 
uşor pe baza măsurătorilor efectuate! în nodurile reţelei, respectiv 
triangulatiei asupra procesului energetic investigat si că aceste măsu- 
rátori sint inevitabil afectate p erori,. relația teoretică (5.1) se trans- 
taia în relaţia efectivă 


Ya E Χηβ + En (5.2a) 


unde :s-a notat: cu β΄ = (a, dă, s) şi cu 
e, eroarea de. măsurare, considerată o variabilă aleatoare, cu 


proprietapie. ΝΤ; | 
! -Μ(ε) —0, M(e &) = cl 
unde s= (Epee enën) o este. o. constantă, iar I este matricea unitate 


(NX W (Văduva, 1970; Tiron, 1972; Todoran, 19760; Mihoc şi 
Craiu, 1976). 
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! Ecuatia, (5.2a) se, numește. ecuaţie, de com id Serisi. vectorial 
ecuaţia (9.22) devine 


TTC MET j$ ΠΠ ΡΜ 
eu y vector (EX :1) dimensional, iar Α΄ matrice (3;x N )dimensională. 
Metoda celor. mai mici pătr ate: pentru - estimarea vectorului 8 
derivă dintr-un principiu general cunoscut în teoria estimaţiei: ea 
principiul. verosimilităţii, maxime. Principiul verosimilității maxime 
estimează parametrul 0 ce caracterizează funcţia de repartitie a 
variabilei aleatoare y, astfel încît, valoarea estimată să maximizeze 
funcția de verosimilitate L(y,, ...., yy; 0), unde (γην. sax ; 0) repre- 
zintă funcția de repartiție, sau densitatea de repartiție comună a 
selecţiei Yassivo Mig 
Dacă y; este o variabili . aleatoare normală, cu: dispersia; Oj, 


i = 1, N şi cu media m, = = m(0), atunci, conform principiului vero- 
si milititii maxime, parametrul 0 se estimeazá:din condiţia 


j N (v. —m(0))2 | 
eu Y SEEN k NER 


LA ag îi o RAMUS aya, ... ας "AU ο. ; 
i: (27) "bue RE M ον, λα 


condiţie care revine la a cere ca suma 
;] ! be 
"OHNE DINAMICO)? (5.3) 


unde p; = 1/6270, i = 1, N οὔ fie minimă, 

Condiţia (5.3) dă forma. generală, a metodei celor mai mici pătrate 
Pentru a aplica această metodă în cazul modelului liniar (5.2), 

se observă mai intii că σῖ = o°, i = 1, N iar condiţia (5.3) devine 


ας ATE ἐς CN. ; 6 di 
pi Bi ΣΦ E [ee], (x | p Vi DE = min fim 


ceca ce înseamnă că suma pătratelor er erorilor PNG a să fie minimă. 


Cazul (5. 4a) cînd oi = c?4 = 1, N se numeşte în literatura de 
specialitate: cazul homoscedastic, spre. deosebire de. cazul : heterosce- 
dastic cînd dispersiile corespunzătoare sint neegale (Văduva, 1970). 


. .Cazul. heteroscedastic apare. in: practică atunci -cînd măsurăto- 
rile efectuate nu au aceeaşi credibilitate, a se înţelege exactitate, în 
toate punctele domeniului.: În „situaţiile reale trei zone de precizie 
. Sigurá, probabilă si. posibilă sint suficiente d sent, a surprinde toate 
Posibilităţile ee.apar din acest punct de vedere. 
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Deoarece modelul ποϊὂνόόοώανκιίέ nu presupiine faţă de cazul 
homoscedastie decit un volum de calcul mai mare datorat formulelor 
mai.stufoase, în cele ce urmează se va prezenta modelul homoscedas- 
tic.. Fireşte, modelul este studiat în literatura, de specialitate pentru 
„DP parametri; în acest capitol el afost. particularizat la/p = 3 pentru 
a permite: beneficiarilor; acestei caapi folosirea directă u formulelor 
obținute. 

Folosind notatiile vectoriale. ο es mai poata fi scrisă ca 


PUB) a Qi — XB — X8) = d ABE 


unde ||. ij este aici norma’ euclidiană. 
© © Muljimea fuețiilor 8(y) (mulțimea. salistătito) care: minimi- 
ecazá pe S'(y, p) se. numește mulţimea estimatiilor $n sensul celor mai 
mici păti ate. Estimaţiu 1 în sensul celor: mai miei pătrate alui va fi 
notatá 8, 

Din analiză matematică se stie că valorile minime RE funcţiei 
“(σι B) sint soluţii ale sistemului obtinut prin egalatea cu zero /a 
derivatelor parţiale ale funcţiei i Dai aport cu. cei trei parametri. 


oS" Cy, B) E e Cy, B) = ARD) Mai 
δα " eb a Os 


deoarece funcţia P(Y, B) este o: funcție pătratică. După efectuarea 
calculelor se solii site 


| N . T N 3 E ΓΝ. 


ιο. TRO Eu 5 gta; D. zx Y αμ οι 8 PS wd Vui. cu ) =; 3. 
;$ 221 Wer Lob 1-1 


sau. notat vectorial .. 
| ο ΤΗ͂Ν. hi TU 
XAB = Xy Ἢ (5.52) 


iar dacă se notează cu S = X A" matr icea momentelor.de selecţie: Cores- ` 
dei a parametrilor, atunci sistemul devine 


56 [si Xy, coin | (5.5b) 
Sistemul liniar (5.5b) se numește sistemul" cciidtiilor normale 
asociate modelului liniar.» ţii i 


ο: Ou.acestea;se poate enunţa CREME DEO doll (Văduva, 1970): 
TE OREMA 5.1. Pentru... modelul (5.2b) există întotdeauna estimaţia 


teclori ială B 4n sesisul celor mai mici  pátrate ; oPiveastfel de estimaţie ve- 
rificd sistemul de ecuații normale (5. 5b) s? orice solutie a acostui: sistem 
care depinde de y este ò estimafie t în sensul celor mai mici pătrate a lui β. 
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5.1.2. Metode de rezolvare a sistemului de ecuaţii, normale j 
În dera sistemului de cenți normale (5; i se disting 
două cazuri: —. 
a) cind rang X>= 3, adică soluția. sistemului este unică 
b) cînd rang Αγ « ὃ, adici soluţia, nu este unică. 
Cazul b) este specific analizei dispersionale. și nu va fi prezentat 
aici (vezi Văduva, 1970, pp. 13— δι). 
"Dacă rang X = 3,/se ştie:că YA = S: are tot rangul 3, deci 
există Sol şi din relația (5. .Db) se deduce 


tees Xy. . (5.6) 
Matricea de covarianţăi a ua à este 
«ito ο e co (B, ο SLE ait 


Pentru rezolvarea sistemului 05. 5b) în. cazul a) se utilizează 
metoda Gauss de eliminare succesivă. S- -a prefer at accastă metodă 
altora (0 prezentare destul de exhaustivă a metodelor de rezolvare 
a sistemului de ecuaţii normale se găseşte in Tiron, 1972) datorită 
largii popularitáti dee care aceasta se: bucură în. condiţiile actualei 
tehnici de calcul. μας 

Indexind cu. 1; valorile, coeficientilor 1 m 11111011 S ṣi‘ termenului 
liber Xy. obținuți la al 4-lea pas al algoritmului 6: auss, relaţiile de 


eliminare: devin: in acest Caz | 
~ Xp Xha ; 25. XY. Ὁ 4; 
[ρον αν ο 
; [ΧεΧε]ε-1 | Xe Nr oa 
[xix ]ε-ι "m. 
LX Sa = [SI Sa Înca ra De 1 pre A (5.7) 
[Xr Xe = 
[Xr Y ]i-1 


τὴ A SEE EIC DS ou 
IxXkXrh-i. 


cu k = 1,2,3, jpm `= 1,2,3 si ἘΞ Sj > wh de 
unde, conform notaţiilor introduse de Gauss și sugerate în relația 
{5.44}. ᾿ : 


ΓΗ 
LE 


[ΧιΧι] [X32] ye TRU DEN 


8 | [κικο] [xoxo]. [xoxg] | iar Xy [καν 
[sasa] κενο] ΕΣΑΣ το 
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cu 


N : " 
σσ] = Dxixado = d =} Nini ȘI | Er = Di = ATTE 


dest i21 


E 


După aplicarea, succesivă, de iol ori (in. aeest-éaz) a Gelátiilor 
(5.7) se obţine ο matrice” superior triunghiulară à, soluțiile“ Sistemului 
. rezultind' uşor in ordine ` inversă, astfel : 


s = [xay]; DU [Say le — [xao t 
a = [πο] ο [xs bi — [Νικο] 8 


Cu (deo că metoda Gauss este o metodă exactă de calcul al 
soluţiilor unui sistem algebric -de ecuaţii! liniare, totuşi, : datorită, 
trunchierilor Şi ro otunjirilor ce au loc în memoria; calculatoarelor elec- 
tronice în timpul operaţiilor de înmulţire 91 împărţire, soluţiile. sirit. 
cel mai adesea, aproximative.. 


Pentru a limita, aceste aproximări, și a. evita ca ele. să devină, 
grosolane se recomandă utilizarea, a. diferite. tehnici, dintre care. cele. 
mai. frecvente sint, următoarele : 


normarea prealabilă a sistemului, (5.510). Această tehnică 
constind în împărțirea coeficienţilor matricii S cu || $||; == max |[x;x,„]] 
(noile necunoscute fiind-la această. dată B Ba = Ihs | B;). permite :utiliza- 
rea pe tot parcursul algoritmului a unui număr fix de zecimale, 
număr stabilit la început în funcţie de eroarea prestabilită ;.: 


— metoda sumelor de control. Această tehnică fiind ceva mai 
„complicată si specifică acestei situaţii, se va insista, puţin asupra ei 
Notind cu v; Am Qu H Pa E $4 — y; suma coeficienţilor ecuaţiei. 
de condiţie (5.23), eu v = (v "i vectorul acestor sume, Şi cu 


(5.8) 


Ἂν ἃ ή ἘΓΧΙ͂Τ᾽ [κιν] 
S =| Si [xay] [xev] 
IET Txsv]. » 
matricea, extinsă a sistemului de ecuaţii Doe se aed vă că siste- 
mul (δ. uh) P corect. Mio at dacă, 


"hd 


ΓΣ [S] t y] n2 j=1,2,3 


Efl 


Extinzind: această relaţie: și la. paşii. de (idee gaussiană și apli- 
cînd de această, dată relațiile (5. 7 P matricii. extinse, δ, se poate con- 
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hide, din aceleaşi. considerente ca niai: sus, că erorile introduse la 
pasul k de eliminare sint alarmante dacă: 


y [Sal s [x,y ile Ps [xiv] LP k, k = 1; 2, 3 


n=l 


z 


TOR Erorile. de. estimare ale metodei. 


"Eroarea. medie pătratică, a soluţiei, discrete. 1 “respectiv. ὦ Yar 
datorată utilizării în ecuaţiile discrete (4.10), respectiv (4.52), în 
locul! parametrilor exacti, a parametrilor estimati prin metoda celor 
mai miei pătrate, este dată, avînd în vedere ipotezele de lucru ale 
modelului liniar (5.2), de dispersia, c? a variabilelor aleatoare ε Ep. 


apes ΕΝ. 
Pentru estimarea dispersiei c* se utilizează statistica 
gi = Ur — ασ. Xéyt — a (5.9) 


| m DOT, 
Conform următoarei PER @lihoi şi Craiu, 1976). 
TEOREMA. 5.9, Statistica (5.9) este un estimator ᾿ medeplasat al dis- 
. persiei ca: 

În cazul în care variabilele aleatoare {ει}, sint. "presupuse inde- 
pendent, identic $i normal, repartizate de medie zero si dispersie c? 
(ipoteză general acceptată atit in demersurile teoretice cit gl in cele 
aplicative; pentru detalii, vezi Todoran, 197 6) statistica. 9? are o 
repartitié de tip χ7 CU N—3 3 grade de libertate. Conform . . formulei 
matricii de covarianţă a estimatorului 8 eroarea medie pătratică intro- 


dusă în estimarea parametrilor αν bu sis pri in metoda, celor mai mici 
pătrate este 


ος eg el 54d, 2, or | ye 10) 


eu SAE =m Bo EOIN ὃν. = s jar [x;x;]^! reprezintă coeficienţii de 
pe diagonala principală a matricii ΔΊ, 

Cu acestea se pot da pentru soluţia discretă di, respectiv φ δ) 
calculată utilizind parametrii estimaţi prin metoda celor mai mici 
Pătrate, cit şi pentru parametrii propriu- zişi intervale de încredere 
în care aceasta, aceştia să se găsească cu o. probabilitate Po dată şi 
aproape de unu.. Forma acestor. μας este 


Ij = (da --Ύωσ P ires 149?) respectiv 


Ij = (Sa Yu 9, a τς Yne?) . respectiv (5:11) 
= 8, = (B; — 8,96, B; ig 35,02) l dh d 2, 3 
18—c. 891 


unde Yp, este cuantila funcţiei de repartiție τὲ cu J 3. grade: de 
Vg νυν probabilității Po, 


lar. òp este euantila. funeti iei de repartiție. L-a corespunzătoare pro- 
babilititi iapă 
Din pácate formulele (5.9) și i (5. 10) nu sint practice deoarece presupun 


cunoaşterea μος, TT 5, Următoare lemă stabileşte formule de 

ealeul pentru 9? și 6, , independente de cunoaşterea. estimatorului 8, 

ceea ce permite cunoasterea a priorică. a er orilor introduse de. metodă. 
LEMA $03. σι motaţiile precedente 


pa yyl! 
ΩΝ — 3. EM (5.199 
5 = S*I[xix;]s 


| Toss se bazează pe lucrările: lui Todoran (1976) si 
Enáchescu 11981). 

În utilizarea” formulei (5.12). pentru evaluarea Ini: a οι avut 
în vedere. ca veetorul:.8'si mátrieed S să fie astfel permutate incit 
parametrul. β j să se afle pe locul trei în vectorul 9 înainte de a incepe 
eliminarea 'gaussiani, pentru ca egalitatea, [xix,]* 2 [x,xX;], să fie 
adevărată. Aceasta împietează asupra valorii. operative a formulei 
lui 85. deoarece, pentru evaluarea erorii în medie pátraticá eu care 
' este estimat: prin. metoda celor mai miei pătrate, fiecare parametru; 
va trebui să se aplice. algoritmul lui Gauss de trei ori matricii 53 
permutate conform observaţiei de mái sus. 


5.2. CALAREA MODELULUI 


Se πάρα prin. culaziiă modelului” matematic toate tehnicile şi 
procedeele. care permit adecvarea, și adaptarea re estrietiilor Și 'rezul- 
tatelor demersului teoretic la, restricţiile şi condiţiile impuse de înves- 
tigarea unui proces energetic real. 

"Este de la sine înțeles importanţa, majoră pe care calarea aere 
lui matematic o are în aplicarea; cu succes, în situaţii. reale date, a 


Ly 
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rezultatelor demersului matematic abstract concretizat, în modelul 
ce se doreşte calat.. 
În cazul modelului problemei mixte pentru ecuatia cuim, 
experienţa a relevat următoarele aspecte ce.se impun, calate,: 
CI) generarea datelor iniţiale la două momente consecutive. de 
timp ; 
t C2) validarea valorilor teet si generate Ale procesului in- 
vestigat, astfel încît acestea să- corespundă modelului ; 4 
C3) determinarea unor paşi de discretizate a domeniului si axei 
timpului astfel încît, în ochiurile το (elei, respeetiv triangulatiei, 
“procesul real'să fie cit: mai. corect modelat de problema mixtă pentru 
„ecuaţia căldurii, pe de o parte, iar pe de altă parte, parametrii a 
'Și' svadi ecuaţiei (4.1) să fie doar funcții de spațiu nu şi de timp. 
De succesul rezolvării acestor probleme depinde in: ultimă ins- 
“tanţă valoarea νο, aplicativă, a. modelării. 


i E ERN | condiţiilor, iniţiale |. 
| (η | 
'După cum à: bestiae din subeapitolele 5.1, 4. 1 si Tr TD evaluarea. 
parametrilor caracteristici ai unui proces energetic din crusta; terestră 
și prevederea, evoluţiei acestuia se baze ează pe: cunoașterea valorilor 
cîmpului generat de. procesul învestigat în toate nodurile: reţelei R;, 
‘respectiv’ tiianeulaţiei 4 7, la οὐ] puţin două momente de timp con- 


Secutive (cel. initial to = 0 Si cel actual t, = 1). 


l Limitarea doar la datele primare furnizate de măsurători directe 
nu este posibilă, acestea fiind mult prea sărace pentru. a asigura 
„condiţii de aproximare convenabile, pe de: o parte, iar pe de altă 
parte, în 'general punctele in care s-au efectuat aceste măsurători 
se află doar. cu. totul intimplátor în nodurile ref elei, respectiv tri- 
angulati iei, eu care $e diseretizează domeniul. 

Algoritmul. GEN utilizat pentru generarea condiţiilor iniţiale 
ale problemei 1 miste: discrete în air nodurile retelei i, zespegtir 
triangulatiei 4 este următorul :: 

GEN 1) interpolarea între valori" locale vecine cunoscute prin 
măsurători directe ; : 

GEN 2) trasarea izoliniilor | eimpului generat de procesul investigat, 
utilizind funcţiile spline bicubice si valorile generate la pasul GEN 1; 
GEN 3) intersectarea izoliniilor trasate la pasul. GEN 2) cu ret chili 
R,, respectiv. triangulatiei T;. 


Tn cele ce urmează se va discuta pe rind fiecare pas al algor iau t 
lui GEN. 


tilh Py) — us (t Pi) 


wali, P) = uat, Ῥι}---- d; . (5.13) 


| | di; 
Ὁ formulă identică, se obţine. dacă; se înlocuieşte u(t, P) cu Yalt, P) 
„Pentru. necesităţile demersului.. întreprins, se, particularizează. for- 
„mula (5.18) pentru t= 0 şi t ---τ... i ve 
Dacă, pentru momentul: iniţial t —:0, interpolarea liniară asigură 
ο. precizie satisfăcătoare pentru, toate cimpurile proceselor energetice 
din crusta terestră, pentru momentul actual i = 7 această afirmaţie 
nu mai este general adevărată. Există, fireşte, cimpuri, cum ar fi 
de exemplu cel de temperatură sau de mineralizaţie al unui aevifer 
“subteran, care pot fi satisfăcător interpolate liniar: si la momentul 
actual; există, însă, alte cîmpuri, cum ar fi cîmpul hidrodinamic al 
„unui aevifer subteran, pentru care interpolarea liniară nu mai este 
satisfăcătoare, ele evoluind conform unor ecuaţii neliniare (în exemplul 
citat cimpul se conformează unei ecuaţii logaritmiee ; Jacob, 1950). În 
aceste situaţii înterpolarea parabolică, a dat rezultate satisfăcătoare. 
„„ Fie Pu punctul în care funetia 2.5, respectiv ψει atinge valoarea, 
maximă pe segmentul P,P,, si fie dir — | P; P4]. Atunci, valoarea lui 
Aa 33 P), functie- de ελίτ, P), "3(0, P), talt Pr wa(0, P;) 
este dată de formula. | w^ 
ἡ Ual PL = talt Pi) H cdi edi (9:14) 
unde | | 
ες diu n, Dj) — "t3, Ῥὸ- Ai, (tax Ual, P4). 
Gy d;j(day — diz) 
ο... Rusa Ual, Ῥι)) — du(ua(c, PI) — talt, Pi). 
ni dudida — di): 
lar P$ ta 
qur 4240, P;) ---.Ί-ρ(0; P,) 
v dece ANNETTE. 
- di 
u- (“-λ(Ὀ, "n — Aa P,)) (t5(0,..P,).— teas, P) 
1 , E 2- d H N d 
este o aproximație a lui ιτ, Pu). 


dy $ ün (0, P.) + 
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Cu acestea pasul 1) al algoritmului, GEN se structurează. astfel : 
GEN 1.1) Se unese toate punctele vecine în care există măsurători 
directe ale cimpului generat de. procesul. investigat. Noţiunea de 
punct vecin este luată τ aici mai degrabă în sensul fizic al interfer enter 
efectelor decît în: sensul topologic, al: distanțelor: mici. 


GEN 1.2) Pentru momentul initial t= 0, se. „generează, de-a lungul 
liniilor, care unese punetele de másurátori: directe vecine, eu o desime 


prestabilită egală cu τ a? (unde. ^ este pasul de diser etizare al retelei h 

IG, respectiv, triangulatiei σι Valorile. de inter polare KU res ectiv, 
λ) p I τλ; 1 

V4, utilizind formula. (5. II) 


GEN 1. 3) Pentru momentul actual t = τ, „se generează de-a lungul 
3 


liniilor reţelei. construite la pasul GEN 1.1, cu desimea γλ2, valo- 
rile de interpolare Way respectiv "duy utilizând! formula 15. 13), sau 
(5. sp după ` natura “procesului ' investigat. CoA p 

“În cazul in care două linii care unesc „punctele de măsurători 
directe se intersectează, iar valorile de. interpolare, fin punctul de 
intersecţie (obţinute, pe fiecare dre eaptă în parte) nu toincid, atunci 
se convine ca valoarea de interpolare în punctul de intersecție să 
fie media ponderată a celor două valori de interpolare, unde ponde- 
rile sînt calculate dpi formula 


Ρε = (p; ^p? k 1,2 


iar. toj Σ, sint ponderile. AH credibilitate: ale subdomeniilor. in. care se 
află punctele de. măsurători directe. . 


După parcurgerea acestor operaţii numărul AS Ta Lea din. dome: 

niul în: care se.euhose valorile lui u., respectiv. £4, la momentele 
t=0 şi ît= s-au înmulţit fără a fi suficiente pentru -a „permite 
cunoaşterea, datelor iniţiale ale “problemei: mixte discrete π΄ toate 
nodurile reţelei R;, respectiv triangulatiei Z. De aceea a fost necesară; 
introducerea pasului 2 al: algoritmului GEN. 
GEN 2) Într-un domeniu D c R? discretizat cu ajutorul „reţelei 
carteziene R, obţinută la pasul GEN 1) (care este o rețea cu ochiuri 
neegale) se: cunose valorile tus (0, Tuy ale funcţiei ti în nodurile 
reţelei R,. 


Să 'se traseze în D — M obtinută prin inter secția oarielá]ii s, 
ce trece prin punctele ( Pi, 4,,(0, Ῥ])) eu Pie R, cu planul z=const. (5. 15) 
Probleme analoge apar cînd se cunose valorile {πωίτ, Pi)}, res- 
peetiv {φωκ(θ, P,)), NT. ; P). O astfel de suprafaţă se numeşte 


izosuprafatá, iar problema (5. 15) se numeste. „problema; drasării Τσο 
suprafetelor. 
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""Izosuprafefele, notate $, au prin definiţie, datorită senminiticaţi iei 
fizice, următoarele “proprietăţi : | 


PROP l: sint: cel, puți in de clasă OD); 
PROP 2 : pentru Ey Ye 86 SaN Sy — Φ. 


Este ev ideiit acum că cunoașterea, hărților cu izosuprafete la. 
τ moment dat este echivalentă cu cunoașterea, eimpului ce generează, 
aceste izosuprafete, . deci eu cunoaşterea, valorilor sale in toate nodu- 
rile reţelei n respectiv. triangulației Z i 

În practică,, datorită ” stutozitátii calculului, problema (5. 15) 
este foarte rar abordată în formulare ea tridimensională enunțată 
mai sus. De cele mai multe ori, izosuprafetele sînt aproximate. prin 
" interpoliri liniare între valorile obţinute, prin: intersecţia lor cu sec- 
iiuni de plane paralele- cu planele triedrului de referinţă... „În acest 
caz problema (5.15) se reduce la a trasă într-un, plan dat ο curbă 
ce uneşte toate punctele {PR ο 1-40 A) 0. constantă dată. 
Aceste, curbe se numesc prin analogie izolinii (curbe. 4 de nivel şi posedă, 
proprietăţile PROP 1 si PROP 2. În această ultimă, formulare e pro- 
blema (5.15) se prezintă, ca Ὁ problemă de. interpolare globală, față 
«le problemele tratate la pasul GEN 1, care după cum s-a văzut, erau 
probleme de interpolare locală, Totodată, interpolatorii , problemei 
(5.15). trebuie, spre deosebire de interpolatorii pasului GEN 1 să 
satisfacă si proprietățile- PROP 1. şi PROP 2. 

Tocmai necesitatea îndeplinirii acestor proprietăţi, precum SP 
inadeevarea in acest caz” a polinoamelor de interpolare (inadeevare 
pusá in evidenti de teorema lui Bernstein privind aproximarea 
funoetiilor cu ajutorul polinoamelor.de interpolare ;. Marchouk, 1980) 
a, impus rezolvarea problemei trasării izoliniilor cu: ajutorul funcţiilor 
spline bicubice. 
| „Se; numeşte functie: spline. bicubică Ὁ funcţie notată Su Care ver i 
fich. condiţiile 


Su Su(P)e C? (2) (V) punctul Peg, cR 


unde ο, este proiecția domeniului ' D.c R? pe plami de secţiune 
paralel cu: σου și determinat de constanta z. În cazul unor seegiunt 
paralele cu 202 sau yOz problema. este. analogă ; 

ο, in fiecare ΜΙΑ, a Ms I; Su epi un „polinom iri de: forma 


sa aD) — yy alin, =a (p Lyi: 


"d, 349 


cu (c, y) coordonatele punetului PS şi (GR, v ; coordonatele virfü- 
rilor celulei reţelei R, ;. 


256, 


33) in nodurile” reţelei R, 
| Si; Y) = πο "n Yo 9) — Ur 
«u0ckznsi0slzm; — 


A p 
54) Z 


=:0 cu n normala exterioară la frontiċra .62,:a dome- 
€n? 195, ; | ; 

niului Z,. 2 

Se notcază cu 
αν τν USE Hv. NES pU — Vu pasii locali de discretizare 
ο S Pa Ha E ^^ ai reţelei It, ; 
Τρ 8; vwd .. matrice. de dimensiune [ου x (m + 2)], 
p rin) 


deoarece din condiţia S4) şi carteziani- 


^^! tatea, reţelei, Xt 


- (Φον 1) = E (ae Y) = 0, oklsmn +1; 


EXT E 

S. [628 ο matrice de dimensiune [ία 4-2) X m] 

CDS A (y y) “deoarece din: conditia 84); şi ioei, 
| a tatea reţelei R, 

qux vs 4 i 3 

T MD n 1) } NUES τι p id i ER 

MURS Yo) ze MU Ed Du, Ymsi) E 0, 0 <S k SH Rie T 3 

c? ey- | e 


Mete dh re f | » m. de: dimensiune [i x m], deoarece 
Sau ip3 (ο M 


ΗΕ : din « condiţia S4) şi cartezi anitatea 
„reţelei Iu. | 
^4 ^ E 
eis S; τ 
— o ο η E wen M1) e Ano) ἘΞ 
Ex oy 23y? 
ia αθίδι N "s LA k κ Δ 0 η’ γα. ορια sun 
X iri is Yne) = Ξ 0, θς «13 + υς S -- : 
δαν y” i | 


U = t.i matrice de dimensiune [ο + yc ib H2); 
A, matrice, de dimensiune [n X n], simetrică, κ ned 


definită: astfel : | 
“dia Aa (Que As, UL es I«k«n" 
diaga A T m (Xs, E1/6) m d 1 «k Eq 
A, matrice de` dimensiune | Im X Lp simetrică, ridiagonali, 
definită astfel : 
m 


ding; Αν «- (O hide NE τ 
diaga A, = (iei); 1 sism 
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A» matrice de, dimensiune, [n x ^], simetrică, „tridiagonală, 
definită astfel: " 


diag, A = (— 1 a We A lkzn 
iYi k | | 


As, k λα, k-4-1 


| Aj matrice de dimensiune [m x m], simetrică, tridiagonală; 
definită astfel : esl à ano i Y 


diag, A -{- |, 1 sisu 
MA. Ay Jy, 014141 (UA 


Cu aceste notații se observă imediat că soluţiile. sistemelor 
AS APU AS = AU! -ᾱ- 


(5.16) 
CU Sres Suv: δαν necunoscute, există, si sint unice, matricile Aşi A, 
fiind simetrice si cu diagonala principală dominantă strict (în ter- 
menii teoremei lui Gersgorin, matricile sînt pozitive definite si nesin- 
gulare; Marchouk, 1980). Cu acestea se poate formula următoarea 
iteoremăs: τν πρὶ deosohi UN Sa FON 
TEOREMA 5.4. Funcția, sa. dată de formula 


ilie ét, 12. die] aO A es dort 
δι) Y) = —— ον αν N) pe (a. η —— l 
ul 3 y) Qa? i A I) J) i όλοι jt pul k3 y) T. ΠΤΙ 
Σ r y. δν δι 8 T 0*8 E pos a μετ», 
E (stis 2g d ; T (2, n) ; τρ (5.17) 
i i T Y λα, k 
p e fp 22.03%, neto Tui 
(s. ηταν a, paeem quw 
PM ONE o E 
| nde | | 
cei Ta SES MSPS Y, P | 
29, ` | Hs 0*8, gps (y;—9» Pd " ordini) ql 
3s (t y)= doy ron unio s ὅλ,  θρθ (Pe Vido Tu 
| NIS. pra θα vac 
E p (£y—15.31-1) Aras J TL) otn E 
de ME M, sg. ; AM Mini 
— (4-3, 41) — —— e ———— (ap. qu) it 
«f pe ( : 1» Yi 6 δα»δῃν (ωρα) 2) EJA 
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t -. 099, ] Bsa o Y) 
SQ gy V) T (a. --1» Yı- 3 Q— y EG INDE. (e Tk—=13) μη η], di 1) -e= 
I t Άι ey we 
: rode. 


: N mt 
(vy 1 ν΄») E κ 


Ἣ, ἐ 


ιο 


n Deir ag i ο. ΠΗΡΕ ΑΗ E d 
τσ (ses — EL e (easi) | 0—————- 
Si 6 el i 1 y,’ 


verifică condiţiile S1)—S4) si este unic deter minată. |. 
Demonstrație. "Unicitatea rezultă imediat din univocitātca formulelor 
folosite şi din unicitatea soluțiilor sistemelor (5.16). Deducerea 
formulelor şi verificarea, proprietăţilor S1)— S3) (căci S4) este verifi- 
'eatá din construcţie) 'fiind o chestiune de calcul destul de simplă 
în esenţă, dar laborioasă în fapt, cei Anteros poi consulta lucrarea 
lui Marehouk, 1980. - 

„“Puneţiile spline bicubice: construite mai sus satisfac proprieta- 
tea PROP 1 si problema. (5.15) în formularea sa bidimensională. 
PROP 2 este verificată prin alegerea unei η de trasare a izo- 
liniilor mai mare decît 214? unde: DNE max "Ss ct hy, 1 déoarece eroarea 


cu cate functia spline bicubică! Su aprozimează functia M este de ordinul 
OX (Marchouk,. 1980, pp. 143—148). Ori. cum un punet nu se poate 
afla decit pe:o. singură curbă de nivel: dacă curbele .aproximate sint 
la o distanţă mai mare de ολη, PROP 2) fiind. sigur verificată. 

Alegerea funcțiilor : spline 'bicubice pentru trasarea : 'izoliniilor 
“este justificată de faptul că Su verifică.: conata ij 


As, = = o 


unde A este laplaceianul lui s, (Micula, 1978). În lumina celor. arătate 
mai sus se justifică acum si alegerea in. nen ou de interpolare liniară ü 


și | parabolicá de la pasul GEN 1) a pasului de diseretizare VE, 

O -dată trasate izoliniile cu o desime convenabilă, pasul, GEN.: 
intersectarea. izoliniilor cu reţeaua n, respectiv triangulaţia ό 
nu mai pronis niei o problemă. 


1 A 
i i 1 


242.2. Validarea valorilor măsurate şi generate 


. in efortul de calare a modelului teoretic pe un proces energetic 
real corectitudinea măsurătorilor valorilor cimpului generat de pro- 
ces la cel puţin două momente consecutive 'de timp este evident 
“capitală in obținerea unor estimaţii ale parametrilor si a unei, HE 
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noze a evoluţiei procesului care să poată fi 16108106. eu un inalt cocfi- 
cient -de încredere in deciziile ulterioare. .. . 

Din păcate aceste "măsurători sint afectate de erori al. ΟΣΟΙ 
ordin de mărime nu este: cunoscut ; la rindul lor tehnicile de interpo- 
lare prezentate, in $5.2 2.1ψ introduc „si ele erori: în datele de intrare. 
Avind în vedere οὔ. problema mixtă discretă asociată problemei 
continue este la rîndul ei. o problemă bine pusă în sensul. lui Hada- 
mard, rezultă, că erori mari în condiţiile iniţiale induce! erori mari în 
soluţia problemei, deci în valorile prognozate. 

Scopul declarat al întregului demers. este de a. limita . aceste 
erori astfel încît ele să nu afecteze tendința de evoluti ie a, procesului 
investigat. ο... 

În capitolul precedent; au fost studiate erorile ce se introduc, dato- 
ritá discretizárii problemei continue, urmărindu-se, constant ev. alua- 
rea, şi miesorarea lor. În: acest paragraf se-va urmări, apropierea. 31 
mai mult de scopul propus, prin elaborarea unor algoritmi care. să 
evidentieze valorile măsurate si interpolate. ce; prin erorile. conţinute 
se îndepărtează atit. de, mult de realitate încît utilizate în model 
fae ca. acesta, οὔ, dea, prognoze fără nici o semnificaţie fizică. | 

La o. incercare de definire. formală, noţiunea, de validare ca valori- 
lor măsurate si generate se arată a fi deosebit de complexă ; ; de aceea 
s-a preferat, în "cele ce urmează, introducerea, οἱ prin cele două mari 
aspecte pe care le prezintă si care au fost relevate de practică, anume.: 
V1) validarea valorilor măsurate! si generate din: punet de vedere 
al semnificației fizice. locale; 

V2) validarea. valorilor: másuráte şi generate din punct de vedere 
al armonizării globale în model ;: 

Vor fi prezentate pe rînd. tehnicile corespunzătoare celor două: 
aspecte. ` 

V1) Se notează cu : 

ACP) valoarea ΠΠ fünetiei diseréte 145; respectiv 
al funcţiei polinomiale $2, în punctul Pe D. În cazul metodei ele- 
mentalui finit cind P aparţine frontierei unui element finit, pentru. 
ca Ψιχ să fie o funcție polinomială se convine ca P să pi fină ele- 
mentului finit din partea sa sud-vestică. ; ; 


| d(P).— = Us, (T : Ρ) — 1s (0, ED respectiv ᾧ Uc, P)— ja (0, µ SA 


Din jose de vedere fizic ACD). semnifică cantitatea de substanii/ 
energie, ,,6e.2 rămas in punctul. Rea. diferenţă á între cantitatea de 
substanţă/energie. ,intratá" și , legiti" „(exprimarea este mai mult. 
sugestivá decit formal corectă; de aceea, pentru à nu s0ca, pe rigu- 
rosi,. se menţionează, faptul că “afirmaţiile, de mai sus. au avut, in 


282 


(ra is t gs . ὁ wm D 


vedere un volum mie centrat in P, care, prin discretizare; “s-a redus 
la P). Din aceleași considerente d(P) reprezintă νι riaţia in timp, 
de la momentul iniţial la cel actual, a cimpului procesului energetic 
datorată afluxului/defluxului de substantü/energie A( P). În ipoteza, 
în care punctul -P nu există un aflux/deflux suplimentar: desub- 
stantá/energie,. atunei,: conform: legii: conservării masei, „trebuie ca; 
DUP) SS AP) AP) m. o el A (o3) 
„Deoarece în realitate; functia de neomogenitate a ecuaţiei (4.1). 
F(t, P) este mai. degrabă, ο’ funcție de volum : decit de punct, con-. 
ditia de validare a valorilor măsurate și interpolate. din punct de vedere 
al semnificației fizice locale este ca relația (5.17) să fie: verificată: 
în. toate: nodurile rețelei Y, respectiv triangulalici-- Ar "T 
ον {n cazul neindeplinirii condiţiei, (5.17) într-un punct, acesta va 
Îi evidenţiat pentru a se verifica dacă erorile de măsurare-interpo- 
lare nu' sînt prea mari. Dacă după această evidentiere si eventuali. 
corecție relaţia (5.17) rămine in continuare . neverificată, atunci. 
punctul respectiv este invalidat si nu. este luat în consideraţie în. 
estimarea parametrilor şi :prevederea ‘evoluției procesului. | E 
Formula (5.17) are valoare, a; priorică numai pentru acele pro- 


v 


cese pentru care în. componenţa, lui A(P) nu intră $i aportul prin 


convecție, ea; în cazul proceselor hidrodinamice de exemplu; în caz: | 


contrar, precum în. cazul. proceselor termice: sau ‘de mineralizatie, 
pentru ca A(P) să aibă semnificația fizică de cantitate de substanţă / 
energie rămasă in punctul P, trebuie adunat și aportul prin convecţie, 
ceea ce implică cunoașterea parametrilor: bi 51 s. In acest ultim caz 
formula (5.17) are doar: o valoare a: posteriori. | | i 3g 
V2) Prin validarea valorilor măsurate αἰ generate din punct de 
vedere al armonizării globale. în model se înțeleg acele- tehnici prin 
care se verifică dacă parametrii a, bi, 's dedusi ca soluţie ai sistemu- 
lui. de ecuatii normale (5:5b) a cărui matrice S și termen liber Xy: 
au fost calculati pe bază valorilor ce trebuie validate, au semnificaţie 
fizică, adică sînt. strict pozitivi (conform: ipotezei. 4.4). i 

' Pentru“ demersul ulterior se introduc următoarele definiții: 

1) două puncte: se armonizează tv model dacă si numai dacă 


(Ρις) = (Δ(2)) — AP) (AP) — d(2))>0; 


2) un punct P si ο mulțime de puncte PA", se armonizează în 
model dacă si mimai dacă | 


UP, US) = Y, G0) Sy de) ο 


{51 
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| 


|| 


Í 
{ 


3) ο mulțime, de puncte (P,)j., armonizeazá, în model dacă și 
numai dacă . "m 


ET, 


Y UP, Uta P) >o. 


. 4-1 


4 «[{Ρῃ))-- 
Observaţie importantă. În cazul proceselor ce nu com- 
portă aport prin convecţie (cu ὑξ si s nule). condiţia ca ο mulţime de 
puncte {P;}; să armonizeze in model este o condiţie suficientă pentru. 
ca estimatia prin metoda celor mai mici pătrate a parametrului « 
pornind de la valorile măsurate în punctele (Pj); să aibă semnificaţie: 
fizică (Enăchescu, 1980). Cu aceste definiţii se poate enunta urmă- 
toarea lemă : y | Da? pa WAY | 
LEMA 5.5. O condiţie suficientă pentru ca : i 
(1) un punct să armonizeze în model cw ο multime este ca acel punct 
să armonizeze cu fiecare punct al mulţimii respective HE í At 
(ii) o mulţime de puncte să armonizeze în model este ca: fiecare punct 
al ei să armonizeze cu multimea rămasă prin scoaterea acelui punct 
din multimea dată. - LM deny AP ap Pe a NL 
Demonstraţie. Rezultă imediat din definiţii (pentru detalii a | 
se consulta lucrarea lui Enăchescu, 1980) | ^ 

Pentru! validarea valorilor măsurate si: generate în: nodurile 
reţelei IG, respectiv triangulatiei 85, se aplică măsura de armonizare 
d(4P,),) a mulţimii R}, respectiv $5, în model. În cazul în care. mulţi-: 
mea It, respectiv 8; nu se armonizează în model, atunci aceasta este: 
partiţionată în mulţimi mai mici, după care; este reluată testarea. 
pentru, fiecare mulţime a partiției în parte. Partitionarea mulţimii: 
se poate face atit pe baza informațiilor furnizate de valorile măsurilor. 

AP, Pi) si d(P, CP5);) eit.si. pe baza informaţiilor privind omogeni- 
tatea domeniului .D. O dată găsit si fixat un nucleu pentru care toate 
punctele armonizează între ele, deci. care conform. lemei 5.5, este ο 
mulţime; ce. armonizează în model; orice: punct nou ce se va adăuga, 
mulțimii va trebui să armonizeze cu aceasta. Punctele ce:nui se armo- 
nizează in model, sînt evidenţiate si corectate. Cum este și: firesc, 
un eşec, total, chiar și după corecție, atrage după sine invalidarea si 
îndepărtarea „din. calculele ulterioare. a punctului (ori punetelor).: 
9.2.8. Determinarea paşilor optimi de diseretizare 

Se ştie cá problema mixtă (4.1)—(4.2)—(4.3) constituie uit 
model corect al proceselor energetice din crusta terestră doar la 
nivel global, pe domenii D mari, dar că local, pentru ochiuri ale reţelei, 
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respeétiv: elemente finite miei, saü pentru donienii D puternic neo- 
mogene modelul problemei mixte pentru ecuaţia parabolică nu mai 
este verificat. Succesul întregului demers constă deci în a găsi acel 
sau acei ^ care să genereze pe domeniul D ο reţea, respectiv triangu- 
latie, in ale cărei ochiuri, respectiv. elemente finite, modelul (4.1)— 
(1.2) —(4.3) οὔ, descrie încă, fără deformări majore, procesul real. 

Datorită numărului extrem de redus de valori măsurate, pro- 
blema: determinării directe a pasului optim de discretizare este, 
într-un caz real, imposibilă; de „aceea, în practică, se recurge. la 
reformularea condiţiei de optim în termenii unor efecte laterale 


pe care împlinirea acestei condiţii: le implică asupra” valorilor mă- 


surate si generate. Fără discuţie că într-un demers foarte riguros Ἢ 
aceste efecte ușor măsurabile. à priori din datele initiale se pot 
constitui cel mult în condiţii: necesare: dar nu şi suficiente pentru 
îndeplinirea, condiţiei de pas de diseretizare optim 'şi: deci; neđe- 
tectarea lor nu semnifică întotdeauna ncoptimalitatea: pasului de 
discretizare. i i y TO a il 
S-ar putea.ea la o analiză aprofundată a problemei să se poată 
formula, condiţii de optim mai precise ; cele ce. vor fi prezentate in ; 
continuare ‘s-au dovedit in practică simple ES eficiente. 
.. .Algoritmul utilizat pentru găsirea, pasului de discretizare optim. 
al domeniului are la bază, în contextul celor afirmate mai Sus, urmă- 
torul efect lateral, uşor euantifieàbil a priori din datele initiale ale 
probi onae. ice o Ana μά. "E ἐν | 
pasul . de discretizare optim corespunde acelei rețele, respectiv 
triangulajii, pentru care valorile măsurate şi generate în nodurile sale 
pol fi partilionale într-un număr minim de zone, astfel încît în f iecare - 
zonă estimatiile parametrilor a, bi, s să existe și să aibă semnificaţie 


fizică: ! T ET 
Fie matricea rară simetrică B — (biis definită astfel 
b τα “dacă "d Py P;) > 0 Sau i == J 
AJEN 5 PEA dd AA í v 
Ww 0. in rest 


unde d( P;, D;) este măsura de armonizare a două puncte în model 
introdusă in paragraful precedent. Matricea B este ra à. deoarece, 
pe de o parte, asa cum rezultă, din $5.2.2. QU, Py. .., Py)) >0 
nu implică întotdeauna «δι P;)—0 (V) i, je Jl. Q5 Nj dar pe 
de altă parte, din practică, totuşi nu toate punctele invalidate de rela- 
tia (5.17) si algoritmul schiţat la punctul V2) $5.2.2. sint eliminate 
din calculele ulterioare, aceasta: pentru a nu sărăci prea mult datele 
πε Hn Rp ăia la aiii RES ES S pr ἜΚ ον 
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| „Se cunoaşte că dacă matricea B poate ti adusă. prin permutări 
concomitente de linii si coloane astfel incit majoritatea coeficienți- 
lor săi nenuli să se alle grupați in submatriei, denumite, blocuri, de-a 
lungul diagonalei principale, atunei s-a generat Q ` partiție a. liniilor/ 
coloanelor matricii. B în sensul că : 


— două, linii /eoloane nu. pot apartine in acelasi: timp. la două 
blocuri distinete ; 


— reuniunea tuturor | liniilor/coloanelor.. ce: apartin blocurilor 
formează, mulţimea, liniilor/eoloanelor matricii, initiale. B. di 

Avînd în "vedere: semnificaţia numerelor liniilor: /coloanelor ma- 
tricii Beste de la sine int eles că a genera o partitie in blocuri a aces- 
. teia este echivalent eu a genera ο partitie a nodurilor reţelei R; res- 
 pectiv triangulatiei ὅ Z5, în zone disjuncte. 


η Tinind seama, de definitia matricii: B şi de lema 5.5, fiecare zonă 
apartinind. partiției. generate : este, din. punet de:vedere al mulţimii 
nodurilor; ce o formează νο,” mulţime ce 50,  ürmonize eazá in. model, 


deci, un subdomeniu in care parametrii d, bi, s pot fi estimati cu. 
valori BOZEN În. plus datorită modului: de: obtinere a: condiţiilor 
initiale. (vezi $5.2.1)..şi a modului. de IS tearore a ecuaţiei discrete 
asociate lui. "i 1) (vezi «ht 4) condiţia, We C5) este. şi ea indepli- 
, hit, 
Trebuie remarcat, ci i, generarea unci: partiţii este dependentă de 
punetül. ales ea, origine a multimii; altfel, Spus de numărul „primei 
 linii/coloane a matricii B. De acee: D pentru a realiza condiţia - de 
` optim, aceea de a găsi partiţia minimă, formată „deci din zone cit 
 maài întinse, va trebui ca liniile/coloanele matricii B să fie permutate 
Circular astfel | ca pe rind fiecare linie/coloaní a acesteia si 
ocupe primul. loc. Se generează astfel toate partitiile. posibile ale 
mulțimii nodurilor R;, respectiv 7 » după v: aloare ea măsurii de armo- 
nizare a nodurilor. Ns i 
.. Avind în vedere cá pentru formarea sistemului de ecuaţii nor- 
„male (5.5b) sint necesare cel puţin trei ecuaţii de condiţie, altiel 
Spus valorile câmpului generat in cel puţin trei noduri, partitiile for- 
„mate din blocuri mai mici de trei, sau din foarte multe blocuri mai 
mici de trei, nu sint luate. în consideraţie. Partiţiile rămase după 
această preselecție sint comparate între οἷο. din punet de vedere al 
cardinalului lor (numărul de mulţimi, pe care îl conţin), partiţia cu. 
cardinalul. cel-mai mic fiind considerată, ,partitia optimă pentia u ul 
pas de discretizare A. 


Trebuie observat că partiţia, optimă are caracteristici numerice 
remarcabile in, sensul. « :ă, in conformitate cu formulele (5. 12), erorile 
în medie pătrată ale parametrilor si câmpului sint minime pentru 
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această, . partiție, (deoarece numărul de puncte ce intră în evaluarea 
^2 } 
statisticilor 62 si. $$, este. mare). 

La acest moment apar “două. noi- probleme = 

— de cele mai multe ori punctele unei mulțimi ce aparțin 
partiției optime nu determină în mod unic forma unui corp convex 
căruia să i se poată atribui valoarea estimată a parametrilor a, bi, "T 

— se poate intimpla ea chiar in partiţia optimă si se găseasc: 
mulţimi : formate din trei sau mai. puțin de trei puncte. : 

Pentru a rezolva prima problemă, se apelează la ipoteza conform.. 
căreia parametrii sint, considerați mai degrabă funeţii: de volum şi 
nu de punct; motiv: pentru care valoarea lor se atribuie: nu numai 
punctelor respective, ci 51 unor zone învecinate ale acestora, de formă 


“cubică cu latura à si centrate fiecare în cite unul din punctele con- 


a 


siderate.  Subdomeniul format din reuniunea acestor cuburi, chiar 
dacă nu este eonex si eu atit mai puţin convex, alcătuieşte ον 
căruia i se atribuie valorile estimate ale parametrilor.. 


A doua problemă. are mai inulte căi de rezolvare, si anume : ol 


--- zonele vor fi considerate albe, în sensul că pe ele nu va fi, 
rezolvată problema discreti asociată TC MEC .2)j-(4.3), urmind; 
ea; ulterior, valorile másur: te[generate in punctele apartinind acestor 
zole să fie analizate mai amănunțit decit perinit tehnicile, din $ τ 
si $5. 2 Și corectate; 

— se măreşte pasul de diser iplo. λ tréeindu- -8e la o reţea mai 
rară de puncte pentru care se generează, ca mai sus, partitia optimă 
corespunzătoare. noului pas. În marea majoritate a cazurilor, zonele 
albe din partitia iniţială sint acoperite de zone negre (în care se pot 

estima, parametrii a, bă, s) din partitia. nou. generată. Apar astfel 
doi pași | de discretizare optimi, unul mai mic corespunzător zonelor 
negre din ` par titia iniţială (ceea, ce-ar echivala practice cu subdomenii 
mai omogene) si unul mai mare, core spunzátor zonelor. negre din a 
doua partiție care includ zonele albe din prima partiție si care echi- 

valează practic eu subdomenii puternic neomogene. Pr ocedeul poate 
fi iterat pornind de la o reţea foarte fină spre una foarte rar d, din- 
du-se' constanta de inerementare a pasului de discretizare, pină la 


tal 


acoperirea tuturor zonelor albe. Se obţin bineînţeles mai multi 


pasi optimi, de diseretizare a căror semnificaţie matematică ȘI fizică 
este cea pr ezentată mai sus; 

—, funcție de. direcţia, interfetelor. zonelor albe se extrapoleazi 
liniar valorile, parametrilor din. zonele negre învecinate. În cazul în 
care. ο, zonă albă este mărginită, de mai multe zone negre, iar. valo- 
rile obţinute. pentru. parametrii, ἘΠΕ extrapolare liniară din fiecare 


pun 


zonă néagrá în părt6, riw coincid, se convine 'ca parametrilor să li se 
asigneze valorile mediilor PEN A ο P UI după o-formuli ana- 
loeü cu cea de la pasul GEN 1.3. 21 


5.3. MODELE DE SIMULARE 


În subeapitolul ουδ ο δέ s-a, sablat rolul important pe! care 
îl ocupă în: calarea modelului: stabilirea: unui- pas. de -discretizare 
optim a domeniului D. Un: loc la fel de important îl ocupă şi pro- 
blema stabilirii unui pas de discretizare optim :a intervalului . de 
timp [0,. T];- aceasta mai ales, în :cazul simulării unor variante .de 
exploatare inoki^ ` 

Într-adevăr, pentru ca modelul să fie coreet ealat el: trebuie să 
prevadă în- punctele reţelei, respectiv: triangulăţiei, nu numai valori 
apr opiate de cele reale, dar momentele de: timp la care aceste valori 
sint atinse trebuie să fie cit mai apropiate de timpii reali ai procesului, 

În cele ee urmează, se numeşte variantă de exploatare a unui 
proces energetic. din crusta tere estrá, ο configuraţie dată (reală sau 
fictivă). de foraje pe domeniul D de. desfăşurare a proce esului, foraje 
ce induc variații cunoscute asupra, cimpului generat de proces. 

Se numeste simulare a unei variante de exploatare. prognozare: 
„evoluţiei procesului investigat cînd, „exploatarea Co σα se face 
într-o variantă dată. 

Se numeşte simulare a variantei actuale. de exploatare prognoza 
“evoluţiei procesului energetic în configuraţia. reală de foraje existente 
„pe domeniul investigat. 


Datorită, principiului supr apuneri "efectelor, simulare ea. oricărei. 
variante, de exploatare se, poate reduce, la. simulare ea „propag: ării în 
timp a influenţei, unui izvor (negativ sau. pozitiv) punetual in care 
se păstrează o valoare, constantă, dată a funcţiei Ulah, respectiv ` Yaa 

Problemele cele mai dificile în simularea unei variante. noi de 
exploatare ο΄ apar atunci cînd domeniul de desfăşurare a, procesului 
energetic este neomogen iar raza de influență a izvorului atinge sau 
„depăşeşte. 0 interfaţă. i 

„Este cunoscut faptul cá în cazul unor. zone omogene şi izotrope 
influenţa unui izvor punctual se transmite după cercuri concentrice 
eu centrul in sursa de denivelare şi a căror rază variază direct pro- 
-portional eu timpul seurs'de la producerea, denivelării, urmind o 
lege dată de ecuaţia (4.1). Legătura dintre raza de influenţă, timpul 
necesar 'atingerii ei si caracteristicile zonei străbătute exprimate 


prin “parametrul” a este R(t)= 1,5 d "Yat. 
£p 
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Pentru o. calare corectă a modelului matematic se impune. deci 


a pașii de discretizare à si τ. δν fie aleşi nu numai în: functie de. 
conditiile de stabilitate si de ero oare ale pr -oblemei mixte. diserete ata- 
πα τᾷ, modelului continuu. (4.1)—(4.2)— AR ?h ei. trebuie să verifice 


si relatia 
δεξιό 25 γατ (5.15) 


cerută de necesitatea ca ν valoritái prognozate, pentru un anumit mo~ 
ment t = ks, să corespundă cit mai bine realității (să nu fie in 
avans sau în urmă faţă de realitate), cu alte cuvinte să ue sincroni- 
zate cu evoluţia reală a. procesului. | : 

Datorită faptului că, in general, domeniul D nu (rei omogen 
există o partiție a acestuia în zone omogene cărora le core espund. 
estimaltiile diterite ale paremeteilor. Acestei partitii îi corespunde, 
în sensul celor discutate in $5.2 3, un pas de discretizare optim 2. 
Cum A este constant pe tot domeniul D, aceasta implică, datorită 
formulei (5.18), existenţa Himpilor de simulare diferiți (τις A/ 
(2,25)a; i). 

Existența timpilor de simulare. diferiţi a impus introducerea 
unui timp de referință care să realizeze unitatea modelului numit; 
ceas de simulare globul 51 care are următoarele proprietăți: 

— parcurge tot intervalul de simulare [0,1]; LE 

— pasul de incrementare al acestei variabile este | did uae ce i W^ 


Corespunzător fiecărui timp de simulare zonal τι a fost intro- 
dusă o variabilă numită ceas de simulare zonal cu proprietăţi analoge 
cu ceasul de simulare global. 

Cu introducerea acestor precizări se observă οὔ, modelul de simu- 
lare utilizat este, din punet de vedere al teorici simulării diserete, 
um model de' simulare cu. ceas. constant. 

Introducerea noţiunii de rază de influenţă si a Conon E 
legate: de timpii” de simulare diferiţi duce la- întrebarea firească 


dacă două zone vecine evoluează, datorită discretizării αν 


pulsatoriu la intervale de tmp: i respectiv <a, cum να’ evolua denivela- 
rea produsă de izvor şi ajunsă pe interfața celor două zone t: 
"Re ştie că denivelarea produsá de izvor, propagată în cele două 


ZO va evolua independent în cele două domenii atît timp cit 


(7,775 (perioadă numită intertimpi) cu i si j oarecare, dar fixati 
pentru moment, si in interacţiune atunci cind iz τι = Ίτο. Aceasta 
înseamnă că in cazul cind iz, = jz, si al utilizării metodei sche- 
melor. cu diferențe, interfețele vor: fi modelate de ecuaţiile (4.30) 
în eare«g/— min αμ αλ). Care sînt însă pene ce modeleazá inter- 
fetele in intertimpi, adică cînd iz, j-,? Răspunsul la ace castă, între- 


1 


19—e, 891 299 


O 


bare nu sui unic, el depinzând” de diteritele ipoteze fizice care se fae 
asupra interteţelor şi punctelor de singularitate.. Funeţie de; aceste 
ipoteze si de valorile obținute comparate cu valorile reale, se disting 
trei modele : modelul! de vetardare avansată, niodelul de rétardare: 
medie, modelul de avansare medie (Enăchescu, 1982). 


5.34. Medal de. xetardare: avansată 

Acest model corespunde cazului: in care Sidi parametrului & 
corespunzătoare celor două zone sint comparabile, jar: influenţa, 
punetelor vecine, in: intertimpi, este neglijabilă. 


Aceasta înseamnă că pentru orice interfață şi variantă de ex- 
ploatare ecuaţia acestor obieete matematice, este conform modelului 
de retardare" avansată, 


Ukim = M Emi m n = ΠΡ b: sl M | (5.19) 


(s-a presupus <a 0S. 51 S-a notat. cu: fa] funcţia „parte întreagă; ? 
adică nu-şi modifică valorile: in intertimpi. În: cazul general acest 
model este destul: de grosier, dind fatà- de realitate, valori mai mici 
(cum acestea au corespuns unui: moment . anterior se.convine să se 
numească peage de vetardare avansată). 


5.3.2. Modelul: de` retardare medie: 


„Acest model corespunde, cazului. în care influenta punctelor 
vecine aflate pe o direcţie preferentiali, de regulă pe interfață Sau. 
frontieră, nu. este. neglijabilă în. intertimpi. 


„În. acest sens s-a: considerat că interfata. dintre două zone cu 
valori ale parametrului: a. diferite se comportă in; intertimpi ca 0 
frontieră, de alimentare pentru zona cu parametrul a, mai mie. Aceasta 
înseamnă că pentru orice interfață si v ariantă de exploatare ecuația, . 
acestor, obiecte: matematice este, : conform. modelului de. retardare 
medie. οἱ tinind cont de ecuaţia (4.2; 5) 


ali = (ess. add, aa 13). — 200) Ukim + 


^B a, Pas 
τη: o ( 


dii. 1m: ΠΠ Anm) t gb (rri Utims) + τ (5.20) 


, (V) n TI 1, 2,.. t3 [τα/τι] 
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Se presupune cá acest model este destul de corect, dind faţă, 
de realitate valori mai mari pini cind raza de influenţă, venind 
dintr-o zonă a atins punctele vecine din cealaltă zonă, si valori mai 
mici după acest moment (cum global valorile date de model sint 
totuşi mai mici decit cele reale, deci au corespuns momentului an- 
terior, dar apropiat, se convine să se numească modelul de retardare 
medie). s | 


5.3.3. Modelul de avansare medie 


Acest model corespunde cazului in care influența punctelor 
vecine nu mai este neglijabilă, dar punctele nu mai sint echidistante 
In acest sens, se poate presupune cu o eroare neglijabilă că in inter- 
valul de timp (ita (t + 1)το) (V) i, punctul (10, 4 + ὃ, m) aparti- 
nind zonei cu indice.doi (deci cu za > τη adică a, < αι), unde 
δι UN l'as, nu este influențat incá:de punctul (A, l 4- 1, m) 
aflat in zona doi, ci doar de punctul (k; Li m) aflat pe interfaţă. 
Ca urmare, . , it Mh n | d 

111 {πι == Ukim ETE δι έᾳε1πι aa (1 MH 8) Ukim ^ 


i NA 
adică, valoarea funcţiei un in acest punct este o interpolare liniară 
între valorile din punctele vecine aflate pe o direcție paralelă cu Oy. 
Se poate deci calcula uim ca punct de interfață utilizind pentru lapla- 
ceian o schemă de discretizare cu paşi neegali, că¢i in zona doi influ- 
enta lui ukm nu s-a propagat decit la distanța 32. Cu acestea, tinind 
cont de formula de discretizare a laplaceianului cu paşi neegali (Sal- 
vadori şi Baron, 1972) 


H 
Aua = Fe ciim — Pas E Uriin) H 
S 


de formula de interpolare liniară a lui «;;,54 $i de ecuația (4.30) 
se obține : 


(δεν 1m — (1.7 ὃ) Urim -F erem) H- (Urim-1 — Zurim + κια +1) ] 


2+5 
in Σ (a, 4- a) | Ukim -+ 


αι t αν 
| RA 
2 


| + 


uio E — τῷ — 2a 


l 9 
i [ [4 { { 
(uim πω F etm F Ukmar) + ιδ (Aura F- GoUkteim) F 


# BU [(uisum— Us ttm) + (uteris — Ukt-im) at (00 kim +1 — kim 1) ] zT IA 
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, ., „Be presupune cá acest model simulează cel mai. bine realitatea, 
dînd, totuşi, valori mai mici (deci retardăte) pentru primele inter- 
vale de timp (adică pini cînd influența izvorului a ajuns la distanță 
9A în zona: doi) şi valori mai mari (deci avansate). pentru: restul 
νο σας ας TID D A Vl become: ὦ 
.. .Be poate arăta uşor că modelul de retardare medie aproximează 
satisfăcător modelul de avansare medic atunci cînd'a, si d; sint de 
ordine de mărime comparabile. 
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6. COMPUTERIZAREA ECUAŢIEI 
DE DESFĂŞURARE A PROCESELOR 


Pentru ca: modelul problemei mixte pentru ecuaţii parabolice să, 
nu rimini un simplu exerciţiu de ecuaţii cu derivate.parfiale, οἱ 
să poată fi efectiv aplicat in practică, el necesită o „documentație 
de implementare”. Aceasta înseamnă prezentarea metodelor si teh- 
nicilor care permit transformarea rezultatelor teoretice da în 
capitolele 4 și 5 în algoritmi de: calcul eficienţi uşor de utilizat in 
rezolvarea! numerică, manuală sau de cele mai multe ori cu o teh- 
nică de calcul adecvată, a unei probleme concrete date; este ceea ce 
cuprind, pentru fiecare din cele trei metode de rezolvare numerică 
a problemei (4.1)—(4.2)—(4.3) paragrafele 6.1, 6.2, 6.3. Pe lingă 
acestea, sînt comentate rezultatele exemplelor de test şi se indică 
aplicabilitatea uncia sau alteia dintre metode, funcție de problema 
concretă ce trebuie rezolvată. 

Metodele, tehnicile si algoritmii prezentaţi sînt utilizaţi in simu- 
larea si prognoza evoluţiei sistemelor hidrotermominerale subterane, 
cu aplicaţii la complexele din ealcarele cretacice de la Băile Felix — 
1 Mai si nisipurile pontiene de la Biharia — Săcuieni; rezultatele 
obținute în aceste aplicaţii, prezentate ‘succint si însoţite de hărți, 
fac obiectul $6.4. IA ον. 

Avind în vedere prevederile” pentru cercetarea 51 valorificarea 
noilor surse de energie si pentru tehnologiile energetice cuprinse 
in „Programul de cercetare ştiinţifică, dezvoltare tehnologică si 
valorificare economică -a resurselor. de energie neconvenţională”, 
precum şi volumul de calcul considerabil pe care metodele, tehnicile 
și algoritmii prezentaţi în capitolele +—5 le implică, a fost nevoie să 
se apeleze la serviciile calculatorului electronic. La Centrul de calcul 
al Universității Bucureşti — CCUB — a fost elaborat, testat si 
implementat un pachet de programe care, pornind de la măsurători 
„Cfectuate in forajele existente, estimează! parametrii $i prognozeazá 
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evoluţia unui sistem hidrotermomineral real in. diferite variante: de 
exploatare pe baza modelului (4.1)— (4.2) —(4. 3) folosind tehnicile αὶ 
metodel οἱ ntroduse în capitolele 4—5 ; sublinierea, principalelor carac- 
teristici ale acestui pachet de programe, insistindu-se asupra datelor 
de intrare și a situaţiilor de ieşire ale acestuia pentru a permite utili- 
zarea, lui, conform prineipiului black-box, si de către un. beneficiar 
nespecialist in informatici, face obiectul $6.5 5. 

Se consideră că sub această formă si in dod intenţie c: tpitolul 
acesta este o urmare firească a demersului teoretic anterior inscriin- 
du-se în efortul, astăzi programatic de scurtare a ciclului cercetare 
fundamentală — cercetare aplicativă. 


6.1. TEHNICI DE IMPLEMENTARE A METODEI SCHEMELOR 
„CU DIFERENȚE 


În acest. paragraf vor fi. luate în considerare eee ρου cu. 
diferente cu două nivele, cu coeficienți! constanti $i pozitivi. Pentru 
alte tipuri de scheme, a, se hedea Richtmyer si Morton (8967); t tabak 
lul 5.1. Cai KE αὶ K 

Cu notatiile din subeapitolul 4.1, fie deci iA de scheme c cu 
diferente 2 ] 


duit zs 9 T «T a(l - "E 0 Διά T (bii) 0, iz ERI y 
(6.1 
T => = Ορ) νι τα lm 7. > Suit + Lai 


cu două straturi, simetri ic? i, eu paisprezece noduri, unde s -à notat cu. 
diis = (uiia ος | 
Au z (Urram 3. "tim T "ην + Uii e Tham + ma — 
B pe | 
Vujim = κ. le Ίλιον şt uina: m3 σα. dini | 7 uh 1m ta) 


jar 0, şi 07 sint doi parametri astfel încît 6,, 01 ε Το, zi 
| Sablonul acestei, familii de scheme este us 


Bur 2) = i? Vrm), (ti, Vy 1m): (în rre) (y oii) 
(tis "os eese Ain); noe pda J | (L5. iTi); 
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the -1: rim): (κ -19. CLE) (5*3, Uim el)». (li-1; dez ο) 
A (nia X 3m) ({ι-- 1». VCrla- 1)}- 


Analog se deduc s sabloanele M(t, ο)-οἱ Ill;(t, ο) pentru cazul bidimen- 
sional si unidimensional. 

În cazul în care 0, = 0, = 0 schema obţinută se numeşte expli- 
citd. În caz: contrar schemele se numese implicite (total implicite cind 
y —' L) 

Grafic aceste sabloane pot fi VATES a in figura T. 

Dacă se notează eu: 


Jose mtem. dud nd —1)-—-Ek 


unde a», na ng reprezintă numărul de puncte ale reţelei Βλ in lun- 
gul axelor Oz, Oy, Oz, iar 1 sh Sny 1 Sl sn, 1 <m <n; 


1 RES 5η 
1 kr 60,02 tisz pentru J corespunzător nodurilor din in- 


În aa teriorul reţelei -K;; 
1 în rest; 
ME: Orca Îi 0,531 8/9 pentru J corespunzá- 
κ Jays = Pudra y tor nodurilor din interiorul reţelei It, 
4 0 în rest; 


0,««— 0,(D11)8/2 pentru J corespunzá- 
Aur CER depu, πι NU AS, din interiorulretelei Ry, 
i i 0 in rest; 


unde a = 2/12 ἰδι..β;---βλ»ην Cu 
1—6(1—0)4* pentru J corespunzător nodurilor din inte- 
dog = m riorul reţelei It, 
se As in rest; 


(1— θι)αα + (1 — 0,)5458/2 pentru J 


Aou es πα ο a corespunzătoare nodurilor din inte- 
i nu hl riorul reţelei Ηλ, 
0 in rest ; 
(1 —.0,)a« — (1 — 0,)b4g/2- pentru J 
2 aN in έως corespunzător. nodurilor pi interi- 
ος (mă VA οστά λο PRO mS 


415 * *, ]orul reţelei 12), 
0: în rest; 
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Total implicită E Roos 
2 “πολλα 


Ri 
Total implicită tis NON ας 
picia j Total explicit Implicità 
35 
9 
. Jofal implicită Total explicită Imp je qus οι 
ἂς a 


Fig. 7. a. Sabloanele ΠΠ, x) ale schemelor cu difer enfe, cu două straturi, 
simetrice, tridimensionale. 


Fig. 7. b. Sabloancle Tis, xy ale schemelor cu diferente, cu două straturi, . 


simetrice, bidimensionale. 


Fig. 7. c. Şabloanele H (4 a) ale schemelor cu Tien EE cu douá straturi, 
simetrice,’ unidimensionale. 


Λι și As matrici de. dimensiune “(Mihaita X nyngng) definite astfel 
diag, Αἱ ră (azur) diagz, A, En (— Zara) diagz,, A, = (= DUI V 
| diag; esL Ao dis diag,,, A, 2 (--λέμέ mna) 
şi | 
diag, A2 = (2) diagh Αρ = (A5, vn dise As = (eaa nn) 
diag,, Αρ = (heun) (δω, Λα = (— Pornim) 


unde diag. A; semnifică a i-a diagonală superioară a matricii A iar 
diag; A semnifică a i-a diagonală inferioară a matricii A. 

Cu acestea operatorii de tranziţie A si sursă 5 din scrierea ecuaţiei 
discrete (4.10) atasati- familiei schemelor cu diferențe (6.1) devin 


m A = Ai! As 
căci A, este 0 matrice multi liagonală, eu proprietatea că 


λιυ >0, AJ +a >0, pa 0 SI 


; | 
Aig 2» 3908, st Αι ν-ᾱ) | | ΠΠ (6.2 


Și aec dots teoremei lui Geischgorin (Marehouk, 1980) este 
inversabilá (faptul că y- 20 rezultă, fie DE bii=0(2) 


fie din faptul că iei ἥτα și τ TUR jar 


În cazul schemelor explicite A, se reduce la matricea unitate 
înmulțită cu s=. Se presupune că, problema discretă (4.10) —(4.3)— 
(4.9) a fost adusi,. eonform algoritmului din $4.1.2. la o problemă, 
cu condiţii omogene pe frontieră. Cu aceasta, componentele vectorului 
Ui que yn vor fi zero pentru acei indici J corespunzători nodurilor 
de pe frontiera, reţelei Πλ. Aceeaşi observaţie este valabilă şi pentru 
componentele vectorului Fi. 

Privitor la stabilitatea familiei schemelor cu diferente (6.1) 
aceasta va fi învestigată utilizind tehnicile teoriei lui Lax în cazul 
schemelor “explicite . si tehnicile teoriei lui von Neumann in cazul 
schemelor implicite. . 


Studiul stabilității schemelor ο id. tehnicile teoriei ii Lax 
E παν întreprins în $4.1.2.; urmare acestuia formula (4.12) este ο 
condiţie suficientă pentru asigurarea stabilităţii, familiei de. scheme 
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(6.4), Estimarea în, cazul . general a: normei: matricii A; este: însă 
extrem de complicată. Din această cauză, acest tip de demers este 
utilizat doar în cazul: schemelor explicite, cind operatorul de tranzi- 
tie se reduce la matricea A, înmulțită eventual eu sz. În acest caz 
condiţia (4.12) se reduce, la a impune ca elementele matricii A, să 
fie pozitive (deoarece, atunci maximul sumelor modulelor elementelor 
de pe linie, adică toemai norma max a matricii A, este unu). O con- 
ditie suticienţă de stabilitate, a schemelor. explicite de; tip. (6.1) este 
deci l l 

T — 6a« >0 sau a <1/(64) si (6.32) 


» 
aa — (b)8/2:0 sau o condiţie mai puternică (01:10 (6.3b) 
in eazul tridimensional 5 "WM ος s Par: "EM 


* a < 1/(4a) în cazul bidimensional, si 
« < 1/(2a) în cazul unidimensional. 


Condiţiile (6.3) se numese conditii. de stabilitate: generală, iar 
instabilitatea antrenată de neverifieareà lor se numeşte instabilitate 
globală. Această terminologie este sugerată de faptul că nesatisface- 
rea condiţiilor (6.3) compromite în orice punct si la orice moment 
de timp stabilitatea schemei utilizate. 

În cazul în care coeficientul (DW) nu este constant, ci variabil 
depinzind de: valorile în. nodurile rețelei, condiţia, (6.80). devine ο 
condiţie de stabilitate locală: Nesatisfacerea acestei, condiţii nu com- 
promite stabilitatea generali a schemei, instabilitatea antrenată 
fiind doar locali, pentru punctul respectiv. l l 

În cazul existenței condiţiilor de instabilitate locală, neverifica- 
rea acestora nu impieteazá imediat asupra continuării calculelor. 
De aceea, se poate vorbi de instabilitate prin influență generată de 
existenţa eel puţin a unui punct în şablon invalidat deja, datorită 
neverificării condiţiilor de stabilitate locală, si de instabilitate moste- 
niti generată de faptul că punctul J în care se încearcă aplicarea 
schemei era deja invalidat de la un moment anterior, fie datorită 
“instabilității locale, tie datorită instabilității prin influență. 
| Asa cum se anunţa, în cazul schemelor implicite stabilitatea va 
îi studiată ütilizind tehnicile teorici von Neumann, adică transfor- 
mata Fourier. Aceasta stabileşte un izomorfism între spaţiul V.; al 
funcţiilor retieulare {us} si spaţiul V-a al transformatelor sale Fou- 
rier. Datorită acestui izomorfism: proprietăţile din. Va se conservă 
în Và; norma max, naturală in analiza: numerică, devine in acest 


n Y 
a 


298 


caz norma L?. Acest lucru, posibil datorită ipotezei privind constanta 
coeficienţilor schemei (6.1) reprezintă un av: antaj major, ce justifică 
alegerea, spaţiului V2 în locul lui Va. Fireşte rezultatele obținute in 
cazul schemelor explicite lucrind în V2 se pot obţine si în V5. dar, 
asa cum se sublinia, deoarece norma. max este norma natur alá in 
analiza numerică, de fiecare dată cînd este posibil se va lucra in ea, 
în pofida unei eterogenititi a rezultatelor: σεις în această 
lucrare. 

„BIG: = Ust, r) soluţia familiei de sclieiné (6.1). Dacă, 
UZA a) este periodică în fiecare componentă αι a lui w şhare perioada 
v; „IL δὲν atunci seria Fourier este 


„si Mig E Bb h 
μπε Sata Ops 
bM we 


νι νο ΚΣ 


În această formulă : 1; este un vector πο. care par curge 
în sumare o latice de puncte «5 astfel încît fiecare componentă du 
iz lui X să ia valorile 2zz;/v; cu z; € Z; (;(k) este vectorul coeficienți- 
lor Fourier; ca funetie de k definit peste laticea Sfc) reprezintă, 
un punct in spaţiul Κλ; j 

| Înlocuind în (6.1) pe aa cu seria sa Fourier se obține în final 
o ecuaţie de tip (4.10), dar avind ca necunoscute coeficienţii Fourier 
da. Oper atorul G(« z, k) ce apare pe post ] lui A, se numeşte matrice 
de amplificare si reprezintă, în spaţiul Vs, oper: atorul de tranziţie 
A din teoria lui Lax. Coeficientii matricii G se numese factori de 
amplificare și se notează cu E. Condiţia (4.12) privind stabilitatea 
' ου diferenţe se transformă în acest caz in 


Es ᾿ (6.4) 
Conform teoriei de mai sus, factorul de amplificare ONIS obține in 
cazul unei scheme cu, diferente date inlocuind PE 4 m CU 


Wim = Ἔ” ο. ti( (453 À du A =- kam ^) ai 
în, cazul familiei de scheme (6.1), factorul de amplificare este 


; ! aN 
== ge — 4aa(l — Ον) (sins S —— iy sin? d - + sin? vus + 


-- bi (1 — 0,)(eos UI -l- eos ko. E 


AN le ΠΝ i KoA ; sati i 
H COS i) dL -Ξ 1a20, (sine 4 i + sin? —— + sin? d — 
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Condiţia (6.4) se serie în cazul schemelor (6.1) c: 


2 UTE 
-isi ο E perp A ter ME 
l--12a«0y--30ug0, .. li Spip RE 


Aceasta implică. pentru familia de- scheme (6. 1) 
Clape necondiționată cînd 


2/2, Ones το eM 1/2'« 09391 ; - (6.52) 
ο ο condiţionată cînd. o τση 
<. 0; E 1 și 0 < < 0, E 1/2 (6.5b) 


cu i dvi 
12aa(1 — 201) + Sbug(1 = 20,) < 
Cind Pu & 0 relaţia (6.5b). [in acus 
< 1/[6a(1 — 20,)] in cazul tridimensional ; 
Puedes 1/[4α{1 — 20)] în cazul bidimensional ; 
-α « 1/[2a(1 -— - 20] in cazul unidimensional. . 


ceca ce db edes concordanța formulelor (6.5) cu. rezultatele par tif 
culare obținute pină acum (a se vedea concordanța: formulelor 
(6.3) eu (6.5) si Richtmyer şi Morton, 1967). În obtiner ea formulelor 
(6.5) s-a ţinut seama: οὔ, fracţia din formula, majorantului lui £ tinde 
la zero. cînd * 20.si deci se poate considera că &£ este întotdeauna 
:X 1 (acest raţionament este des intilnit în literatura. de. specialitate, 
de exemplu-in,Riehtmyer si Morton, 1961). | 
Eroarea de aproximaţie a familiei de scheme (6. 1) este de ordi- 

nul O(« + 12) şi este dată de teorema 4.2. Asa cum se arăta în $4.1.7, 
utilizînd o reţea rafinată, se poate îmbunătăţi. precizia schemelor 
pină la ordinul O(«? -- 14). Acelaşi efect se obţine dacă în locul unei 
reţele carteziene ui se utilizează o reţea triunghiulară regulată, sablo- 
nul operatorului 9 9 fiind format in' acest caz de punctele aflate în 
virfurile si centrul hexagoanelor ce se; formează (în cazul bidimensio- 

nal; pentru alte cazuri particulare se fecatmandă consultarea Bo ii 
lui Riehtmyer αἰ Morton, 1967). 


eer cu erori de aproximaţie imbunătăţ iteseobtin si dacă sealege 
6 = = 1/3 — 1/(12aa), Tum (6.6) 
jn acest caz eroarea, fiind de ordinul "m i λη. Saulev (1958) à 


arătat că în cazul special cind 1/(aa) = /20 ordinul erorii de aproxi- 
mare devine (O(29). (toate aceste rezultate au tost obținute în cazul 
bu = θες 0). 

Privitor la. consistenţa operatorului A folosit in obtinerea 
familiei de scheme (6.1), aplicind formulele (4. 11) se poate conchide că 


0, = 1/3 şi 0, = 1/6 sau (6.72) 
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grad Vaz 0(2) si div. Sta aw οί WRIT (6.7b) 


reprezintă condiţiile suficiente pentru ca "schemele (6. 1) să fie con- 
sistente in cazul tridimensional. 1n celelalte cazuri condiţia, alterna- 
tivă (6.7b) se păstrează, condiţia. (6.7a): Satie -se dusa d 
0, = 1/2 si 0, — 1/4 în cazul bidimensional, si, — 1 si. 0, ΞΘ in 
cazul unidimensional. 

Se observă că satisfacerea, condiţiilor. de consistență. implică 
în cazul bi — si tridimensional utilizarea umor scheme“ O diţionaut 
stabile, ceea: ee impietează asupra aplicabilităţii practice a ecuaţiei 
(6.1). Pentru a putea utiliza scheme neconditionat stabile; în prac- 
tică se încearcă satisfacerea, relatiei (6.7b) rafinind atit de mult 
reteaua incit variat iile 111 VW, deci Şi a derivatelor sale de ordinul 
intii si doi, să fie neglijabile de la un nod la altul al reţelei Ry Acest 
procedeu are efecte benifice si asupra îmbunătăţirii erorii de trun- 
chiere:dar duce în schimb la creșterea, considerabilă a volumului de 
calcul. În practică o variaţie de 0,01 a lui Va de la un nod la altul 
al rețelei Ra a fost găsită. saitisfăcătoar e pentru a asigura convergenta 
schemei pentru cel. puţin 100 de paşi de timp chiar şi atunci cînd 
una dintre, relațiile (6. 5) sau (6. T) nu a fost satisfăcută. 


Rezolvarea. practică a sistemului ‘algebric liniar 
Λι Ui. EUN T + shi 


la care conduce aplicarea, schemei AS D, pune două probleme deli- 
cate : i 

— memorarea matricilor rare A si Aa; 

— inversarea matricii A. 

În cazul schemelor explicite aceste probleme nu se pun, valoarea, 
soluţiei într-un punet si la un pas de timp aflindu-se recurent, pe 
baza unei relaţii liniare, din valorile la pasul anterior în punctele 
Sablonului. 1-9 

În cazul implicit unidimensional problemele 151 găsesc o solu- 
Tionarea elegantă prin algoritmul lui Richtmyer si Morton(1967). 

În cazurile bi-si tridimensional problema memorárii matricilor 
rare se rezolvă utilizind algoritmii recomandafti în lucrarea lui Andrei 
și Răsturnoiu (1983). În ce priveşte inversarea matricii A, metodele 
de relaxare au dat rezultate bune ` (Stark, 1956). 

Rezultate deosebite în rezolvarea acestor probleme se. obţin 
utilizind metoda direcțiilor alternate (Peaceman și Rachford, 1953) 
sau anetoda.pasilor fracționali (Y anenko, 1959). . 
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„TEHNICI DE IMPLEMENTARE A METODEI 
ELEMENTULUI FINIT 


Acest σης este dedicat în întregime prezentării celor mai 
des utilizate tipuri de elemente finite $i studierii proprietăților lor. 
Întregul demers este structurat de teoremele lui Zenisek privind 
deducerea şi ierarhizarea unitară a elementelor finite triunghiulare. 
Exemplele date: sint prezentate după lucrarea lui Ciarlet . (1979). 
Aspeete legate de implementarea pe calculator: a metodei Galerkin 
si. listingurile pachetului. de programe SAP sint exhaustiv prezen- 
tate în lucrarea lui Bathe si Wilson (197 6). O bibliografie aproape 
exhaustivă a problematicii abordate în acest: paragraf, cel puţin 
„pină în anul 1974, poate. fi găsită în Whiteman. (1975). . 
TEOREMA 6.1. (prima.a lui Zenigek) Fie P,P,P} virfu-: 
rile: unui triunghi, Po centr ul său. de greutate, și fie QE Έα 1 ,2,...9À 
puncte ce împart latur ile triunghiului în părți egale. Atunci poli nomul 


pm, y) — + (od Hay d* ay. . Ea" 
E UL Il + 1)(n rip este unic determinat. de valorile 
D'pCP) j suse D? PPa); T QE s AER 
mel je ti 15 eu n. = ù ri iQ = şi ασ: σι a) cu 
| ^ gu 
eu [η] =, Biss Ῥίρ-------- Doi s 
și unde. E ei E ard 
1) pentri n = qm + 1»: 
dil < < 2n, ri sm—2 Ἶ-- : = 1,2,...,m 
2) pentru n= nam; + 2. ὝΡΗΕΝ 
| [1]. « 2η. Ir |, s < m RE l- = k — - 1 1- = 12 pa ori 
3) pentru 4 = 4m: + 3 ΜΙ Ὶ I 
| AVS <2m ex L, Ir | < τ; ο. = E ZA 2,. vam 
4) pentru. n — 4m * 4. peteret s eai b 
i] s 2m +1, rhe ή ο Ῥ-ε ji da d 19, 5m + 1. 
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TEOREMA. 6.2... (a. doua..a lui Zenisék) Fie.:m 0 


1 <ast. Dacă "gas y) este pe Victore triunghi K al triangulației Ux 
a lui D un polinom de ç At ad jM Hi -+ ο a deter minat ca în teorema 6.1 
atunci ge C"(p). πι 


Conform acestor teoreme cu iotaţiile din subeapitolul 4.2, cele 
mai utilizate elemente finite triunghiulare sint : 


— triunghiul de tip (1) sau a lui Courant (Πα. S) în care 


2 


un Ten) E Courant Tetraedrul de fip (1) | 
ον dim Bes 3 s. dim:P, «à ANT 


Fig. 8. Elemente finite de tip (1).* 


P, —P,— spațiul polinoamelor de gradunu definite pe triunghiul X. 
dim P, = n #1, In^ 4: TT. 
Xg = PP) >= mulţimea, gradelor de libertate 
n = 40 + pe CB η. ^» | 
Se poate arăta uşor (Cine 1919) că 


nl 


(V) pe P, pla E pP) (ὦ) Qu Zu (ape m r 


unde {ζ} sînt coordonatele baFicentrice ale punctului a. 
Dindu-se n + 1 puncte P; = (zii eh” coordonatele "baricentrice 


303 


ale unui punct! Pa (ere is sint componentele soluţiei: unice ale sis- 


temului MA | 
ntl τ k 
Σ eub ο l sisn 
j= 
ael 
Pr [duc [d 
h 
4; 
i MU 
px 
i | 
Y Triunghi σε d (2) Praed de ri (2): 
(m Pk=6 - | 


dim Ps 0 
Fig. 9. Ἐιρήέπο finite de tip {3} 


-- “triunghiul de tip (2) (fig. 9) in care 


P,—P. dim p, -PEV MED 
a 


Σκ = (p(Pj; p(QI)) 
Ope Uf ap e C*() şi 
(V)peP, p= Y&(26, — IPP) + X «δρ QU) cu QU e PP, 


Jed triunghiul de tip (3) sau triunghiul: lui Hermite (fig. 10) în 
care l . i 
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Triunghiul Jui Hermite R fefraedrui Ed ip Js 
l dim fk=10-. = dim Fk 220 


Fig. 10. Elemente filie de tip (3). 
— triunghiul de tip (4) (fig. 11) in care 
| (n e Dim +a -- 3)(n ἠ- 4) 


vider i p. Na πε dde 


Triunghiul de tip (4) " ©  ffeiraedrul de tip (4) - - 
dim P715 . dim Pk=35 ` 


Fig. 11. Elemente finite de: tip (4). 


z EL σα r2 Zu P- (Py) po) 
Qu "n : 


n = 4.0 + i>pe C? (D). : 


— triunghiul de tip (5) sau triunghiul lui Argyris (Πο. 12) in 
care Ka 


Pe Paim P, E ΗΡΙ jl 
l T20 Ty 


s nes hiul hu di ris Teíraedrul.de tip (5) 
| dd Pk =21:: i dim Pe 256 


Fig. 12. Elemente, finite de tip (5). 
ð 3p 3 ev Op 
Xg— Ip( P4; (p, —P (p), — P (P) ex i p, 2P (gt) 
θα; 0x NULL On 
jj τα. + 15 e CHD). 
Z triunghiul de tip (6 ) (fig. 13) în care, 


`P, = Pj dim `P, 


9 02p P 0?p ; 
AN (Pj) A Q9, ?» (p —P. (Pj P (Py, p( Pj)» 
Oy ο 0x03] 3y? 


n = 4.Ι + 25ρε C:(5) 
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— triunghiul de tip (7) in care . 
; pp dia pun 


ἂρ. _02p 


Op 050 

Nl D D ( 

Xy 4p(Pj, —— (Pi) —— (Pp, ——— (P; P P 

» p ap ισα σσ (Di S Cp 
PEI ap a '.'θϑγ, 93p- ΜΝ Pe Dp A 
LAND P Pj, (pd DEMN 
da D ΠΣ ( j: E | ΠΤΙ P Did o)» PRR Poh, 


RU ο ety 1«j«$ 1« s «δι 


-- pret 329p e CD); 


Σ᾽ 2 de fp(6) 
dim P.» 28 


Fig. 13. Himei finite de tip © 


— triunghiul de tip (8) în care 
p, = == Ps, dim αὖ, E= = 45 


125 Tm e αξοῇ 


<i E va p 
Di prim P p 
[να η» Mil Dc "i ih Ere EA „day rà yt 
"Sp Cy 0? | | dp. 
EG) ο) (Pj, Pr» ο ον UP) 


Qa3- - ay? nr ος ; 03 


ΝΑ 


65 : 9? Ó?p " ul... i 
ped πο ^ (P), 1 m, A s (Pa «j ἐς, 1 iss] 


Rut. Κη ε E 


Se cunosc și se TE Li oz în practică şi elemente finite Areptuid 
ghiulare. Analoagele . triunghiurilor si tetraedrelor de tip: (1), (2) 
si (5) sint dreptung rhiurile 5 να, de: tip (1), (2) si Bogner-F 0X- 
Schmit a căror prezentare se găseste sintetic făcută in lucrar ea lui 
Ciarlet (1979). . 

Pareurgind enumerarea der mai sus se observit-o crestere apidă 
a dimensiunii spaţiilor de polinoame utilizate, ceea ce duce la spori- 
rea considerabilă a efortului de calcul. În sensul usurárii acestui ` 
efort, în practică sint utilizate, pe lingă triunghiurile standard pre- 
zentate mai sus, o mulţime de alte elemente finite, analoge. cu cele 
standard dar care necesită spatii de polinoame de dimensiuni mai 
mici. Aceste elemente finite se intilnesc în literatura de specialitate 
sub numele inventatorilor lor (a se vedea lucrarea lui Ciarlet (1979) 
pentru un numá r dintre ele); o “clasă importantă este cea in care 
dim P, = (n +1), spre deosebire de cazul Standard în care, precum 

s-a observat, dim. Pr Lh 

Eroarea de aproxim alie ce. se: realizeazá utilizind elementele 

finite enumerate mai sus, este dată in tabelul 6.1. 


Tabelul 6.1. Erorile de aproxinete ale metodei. elementului, finit 


(3) fără pP(Po) grad. de libertate) 


N 


I — Hry lmg ooi ορ s) OGK £ 
| ἃς [0< ms? 0 «πὶ «9 O<ms4 
regularitatea funcţiei ὦ | DU vs oH eco H?(K) HNK) 
clasa obținută peniru Pry. | TUNE C*(K) C*(K) Ct K) CK) 
dimensiunea maximă a lui Ra png bc. ης I n«5 ng3 | ns5 
poate fi folosit. . j i $ i 
triunghiul lui Courant E MI. NM 
triunghiul de Hp (2) v LU TIAM (ACE x a 
triunghiul lui Zienkiewiez πο η de-tip ee M | a 
K. 


triunghiul lui Her mite 
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„Pentru a usura calculul coeficienţilor matrieilor «de rigiditate si 

de masă, se recomandă exprimarea polinoamelor de interpolare in 
funcţie de coordonatele. baricentrice (așa cum s-a procedat în cazul 
triunghiurilor de tip (1) si (2) si utilizarea în continuare, pentru eva- 
luarea integralelor, a abacei lui Felippa (Witherspoon si Neuman, 
| 1973) ce calculează exact integrala i 


E I -f (&(E)»(E;y» dC = “aria (1΄) 


k 
unde -α si M sint dati în tabelul 6.2. 


“Tabelul 6.2. Abaca lui Felippa cu n-nmn--nes--Hs . 


γω. n E HORA α M: 
μὲ ή ωά Α- η 
2. Απ AA 50: X 23:5 η 
PEE yt To fa e: pe 
3 3 0 Ὃς. δ; 60 
33 2 1 0 2 Í 

1 1 au E a -4 
Ἢ NNNM 0. jon 12 180 
3 1 0 3 
2 24 0 PREN MER 
2 1 que “πεν ^ 
5 Y λω 3: *9 "60 1260 
4 EX 0 12 τ 
3 9 0 6 
3 Ας E i3 
2 2 d 2 


În cazuri mai complexe se recomandă utilizarea formulelor de 
integrare prin euadraturi, ale lui Gauss (Demidoviteh și Maron, 1973). 
In ceea, ce priveşte metoda multipas se recomandă (Zlámal, 
1976; Enăchescu şi Albu, 1984) utilizarea, metodelor în doi paşi. Cu 
o alegere optimă a coeficienţilor « si 8 de forma :. 


= 32-0  B-—ü-0M 


iej ο Ba 0-—9)/2. 0 sa (6.8) 
= A eta Ada ca M Rt Pr nd | 
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se poate arăta că: ἘΠ | , 

TER metoda astfel construită este (o, c) A, — stabilă; iat ^ 
| — eroarea „operatorului, şi valoarea absolută a rădăcinilor. ti 
ale lui . e(&) sint : 


6.3. TEHNICI DE IMPLEMENTARE A METODEI MONTE CARLO 


Un rol fundamental in implementarea metodei Monte Carlo. 
îl joacă. generatorii de numere aleatoare ; de aceea o parte însemnată . 
a acestui paragraf va fi dedicată prezentării metodelor de generare cu . 
calculatorul a unei „traiectorii a lanţului Markov. {2m}m- 
Cea mai simplă variabilă aleatoare este Tarot lulextoare U 
uniform distribută pë intervalul (0,1), care are densitatea de pro- 
babilitate ; aU 


1 dacă ze (0,1 
fota) = t acă ze (0,1) 


0 in rest 
3i funcţia de repartitie 


i — ua .[0: dacă ας 0 
ve) =A a dacă 0 <s <1 
{t dacă a ee 


Există mai multe metode iterative de generare de variabile alea- 
toare. U .uniform distribuite pe .(0,1).. Toate constau. în generarea 
«le intregi , N.: uniform distribuiți pe intervalul (0, J1), cu. AM un.intreg 
mare, $i apoi atribuirea U = ANU. Numerele U astfel generate se 
numesc numere aleatoare sau numere, pseudo- -aleatoare. O “selecţie de 
astfel de numere trebuie să satisfacă următoarele condiții: a) două 
numere consecutive trebuie să fie Stocastic independente ; "bj peri- 

-ada sirului trebuie să fie cit se poate | de mare; e) numerele ος 
să fie uniform distribuite. 

"În afară de aceste condiţii algoritmul de generare de numere alea- 
toare trebuie să fie eficient din une. de vedere computaţional (adică 
rapid. si = so ada 
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Cele. mai utilizate metode de generare de numere pseudo-alea- 
toare sînt metodele congruențiale, definite de următoarele. formule 5 = 


1 CONI ST (NS ο) (mod M), D SO rix de m; i 
ο pate litur d pn i = Laponia dm 69) 


unde M- 'este intreg mare, 0 € Νε <M sia, Ὁ. sint constante astfel 
alese încît să satisfacă condiţiile menţionate mai sus Li 

Se notează cu (No a, e, M) un generator definit de rela tiile 
(6.9). Pentru un generator: de forma (N ο» ἃ, 0,- M): condiţia a) S 
satistăcută cind. XN, o este prim fată de J si esie ο rădăcină, „primitivă 
(mod M); condiţia b) este satisfăcută cînd a este or ădăcină DENT 


tivă (mod M) apropiată de y. (Knuth, 1983). Dacă, M = 2°, 
atunci. toate valorile lui a, cu a = -53 (mod M), sint ădăcini pri- 
mitive (mod M) (Knuth, 1983). 

În generarea variabilelor aleatoare discrete şi a μμ Markov 
cu un număr finit de stări urmátoarea propozitie este fundamentală : 
PROPOZITIA 6:3. Dată: X este o variabilă aleatoare eu Junefia de. 
repartiție Px(a) şi U este 0 variabilă aledto«re uniformă pe intervalul 
(0,1), atunci funcţia de repartiție a variabilei aleatoare Y Sir U) 
este χα), unde Fx! este inversă funcției Py. 

Pentru demonstraţie a se vedea lucrarea lui V; iduva (1916). 

Pe baza propoziției 6.3 se construieşte metoda, inversă de. gene- 
rare de variabile aleatoare. Această, metodă constă în următoarele | 
(Văduva, 1976). SEE | 
METINV. 0. Se iniţializează generatorul de numere aleatoare uni-| 
forme si se defineste o procedură de caleul a inversei Fx (x) a funcției 
de repartiție- F(a). μι palei ; μὰ "m 

^ 1- Se generează U. dull Nou uu? 

23. Y — FU) 
) * i * à IN B 


Se observă că, generarea unei noi stări Sm 9 Mee Markov 
len] pe baza matricii "Stoenstice 2 se reduce la a genera o valoare de 
selecţie asupra unei variabile a 'eatoare diser ete zb ι eu urthátonren 
funetie de repartitie “κ 

0 dacă ας Pss = FO) 


‘mtl 


Fa) MN Sm dacă F(m) = $ Piw < sg = Prem 7 m Fin f^ 1) 


: p" 
ia dacă 2 Zo Por Q8 dis = es 
s Lo i=l. 


ἌΝ ὁ 
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unde 4 reprezintă numărul. stărilor în care se poate ajunge por nind 
din. starea s, dată, pe baza matricii stocastice 2.: Generarea unei 
valori de selecţie asupra variabilei aleatoare X, se realizează prin 
metoda, inversă, după următorul aleoritm (Văduva, (1976), algoritmii 
DISCRT si PREFMO): 
LMARK. 0 Se initializeazi generatorul de numere aleatoare uni- 

i forme.. 

1. Se generează "a 

2. Se iniţializează variabila îi = E 

Lr Dacă U ς F(i). atünci X; Lu Pe ale A 

4. d-—idd 1. 

5. Dacă i € M atunci salt la pasul ἃς 

6. STOP. 

si 
Metoda Monte Carlo prezentată i in subcapitolul 4.3 a fost- testată, 

pentru. următoarele, probleme. mixte : 


poo δὲ IN I OTEK | 
TM τρ d ptr ni a eee Be getea (0da), 
(ii ARN οἶδ, κ 7 


(5 0) = ο, 9 1) = 


q(0, Ὁ) = e? sinza 


LAM e 
| ap δν ΠΠ , > | z ioral 
a t.i DALE 27 sin Φ Dead a 6.10b 
00 — θα" ον. PE | ) 
τ t, 0) 2-0 , Ai 
T m ΠΗ; »x 2. 
M E æ) 5-0. 


οὶ πη] νήπιά rezültatele numerice se ο ος conchide că (Enăchescu, | 
1980) : 

— aproximaţiile date soluţiei exacte de metoda, Monte Carlo si 
metoda schemelor cu. diferenţe, sînt comparabile si in. general mai 
bune îi cazul metodei Monte Carlo, chiar: cînd: volumul de selecţie 
utilizat a fost inferior celui cerut de teorie ; 

. — aşa cum se intimplá in mod obişnuit in calculul probabilità ti- 
lor, nu esistá o certitudine asüpra unei valori a soluţiei, ci doar o 
eer titudine asupra existenţei acestei valori cu o probabilitate dată. 
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Totuşi acest calcul permite creşterea reabilităţii so'utiei prin creste- 
rea volumului de selecţie 4; de aceea ana'iza este consistentă cu 
rezultatele obţinute. Puținele discrepanțe care apar în tabele sint 
variaţii tipice ale rezultatelor probabiliste ; ΓΝ 

— rafinarea rețelei Ra, nu este relevantă pe exemplele testate 


pentru nici una din metodele aproximative; | 

.. r- pentru problema (6.104) este de aşteptat ca, dacă probabi- 
litàtile (1—2a), (x — B) si (a + B) ar fi avut valori mai apropiate intre 
ele, soluţiile celor două metode să. conveargă mai rapid către soluţia, 
analitică ; totuşi, chiar şi aṣa eroarea metodei Monte Carlo este mai 


mică decit eroarea metodei schemelor eu diferente; ο ο 

. — metoda Monte Carlo, asa cuin s-a mai subliniat in $1.3, este 
o metodă ce converge relativ încet; acest lucru este evident eind 
se ia în considerare numărul de traiectorii necesare pentru obţinerea 
unei erori de aproximaţie modeste cu o probabilitate confortabilă. 
Acest aspect este detrimental atunci cînd metode cu convergenţă 
mai rapidă, asa cum este cazul metodelor iterative, pot fi utilizate. 
Totuşi, există destule cazuri în care numai metoda Monte Carlo poate 
fi aplicată; RE θα Ss μη ada Vs AME 

ο c utilizarea tehnicilor prezentate in $4:3.5. îmbunătăţeşte 
semnificativ rata de convergenţă .a procesului ; în, acest, sens rezulta- ` 
tele obţinute în cazul problemei (6.10b) sint foarte incurajatoare. 
Într-adevăr, problema .(6.10b).verificá condițiile cerute de tehnicile. 
menţionate, avind condiţii la limită nule și un termen neomogen mie ; . 

— un efect important al vitezei de eonvergentá este timpul de 
calcul. În primul caz timpul de calcul este comparabil pentru cele 
două metode ; în celălalt caz metoda, Monte Carlo este mai rapidă decît 
metodele iterative. Chiar în cazul utilizării unei scheme implicite, este. 
de aşteptat, avind în vedere remarca finală a $4.3.6, ca. metoda Monte. 
Carlo,să fie mai rapidă. Trebuie notat, pe de altă parte, că metodele. 
iterative obţin au-a aproximaţie pornind de la a n-l aproximație. 
Pentru o problemă dată, nu este deci nici un avantaj dacă, s-ar-utiliza, 
mai multe calculatoare. În cazul metodei Monte Carlo insă, traiectoriile: 
„sint independente, existind astfel posibilitatea rulării simultane; pe 
mai multe Calculatoare a; diferitelor părţi ale -aceleiaşi “probleme 
(Metropolis si Ulam, 1949). Mai mult chiar, dacă soluţia ecuaţiei cu 
diferenţe interesează doar în cîteva puncte, va trebui avută în vedere 
metoda Monte Carlo. | UMS ντ, ab Se AUR, 
În final, nu trebuie trecută cu vederea simplitatea si necesarul 

neglijabil de memorie al metodei Monte Carlo. 


6.4. SIMULAREA ȘI PROGNOZA EVOLUȚIEI SISTEMELOR. 
| HIDROTERMOMINERALE SUBTERANE - 


ME nim: lucrările de ye μανοσοαϊθοϊοῖ, prevăzute în o; O~ 
gramul de cercetare e științifică, dezvoltare tehnologică, Si valorificare . 
economici a surselor, de energie neconvent ip al au fost ζει 


această situaţie și pr ib RAE cuprinse în ΟῚ mai sus s amintit, 

s-a ÎMpus realizarea unor modele matematico-informatice care si. 
permită, determinarea evoluţiei sistemelor hidrotermominerale sub- 
terane cit si optimizarea exploatării acestora, utilizind ` ‘tehnici „de 
calcul moderne. 

- Din punct de vedere hidr ogeologic, optimizarea, exploatării unui 
sistem hidrotermominėral constă în optimizarea distribuţiei captări- 
lor si a regimului de exploatare, astfel încît să fie satisfăcute simul- 
tan, atit cerintele privind debitul global, concentraţia si temperatura 
apelor termominerale : exploatate; eit. sb condițiile impuse pentru 
conservarea. și protecţia zăcămintului. 

În vederea, atingerii acestui deziderat se impune simularea; com- 

 portárii sistemului- in diferite variante de exploatare à apelor termo- 
minerale; simulare care să fundamenteze.o' amplasare a captürilor 
optimă din punct de vedere al-conditiilor enunțate mai sus. 

Ideea, fundamentală a modelului matematic utilizat in. simularea 
și prognoza evoluţiei unui sistem hidrotermomineral, subteran este. 
cea, potrivit căreia parametrii caracteristici B. modificările, hidro- 
dinamice se pot aprecia, pentru orice sistem care evoluează 1 in regim. 
nestationar, pe baza hărților eu hidroizopieze, hidroizomineralizatii 
şi hidroizoterme la; două inomente consecutive de timp, separ ate prin 
intervale adecvate: de ordinul sutelor sau. miilor de Zi opu 

Această. fundamentare teoretică a prelucrării si interpretării 
datelor. hidrogeologice a; fost aprobată de Direcţia de coordonare a 
rezervelor . geologice din cadrul Ministerului: Geologiei. . 

Pornind. de. la această. idee, utilizînd legile conservării. masei, 

temperaturii și concentraţiei, precum, $i cele ale filtratiei liniare 
ale lui Darcy, a difuziei lui Fick și a termoconductiei lui Fourier, se 
obtin urmátoarele ecuaţii de dituzivitate : : | 
MH 
σα div gud: hr is 
τοι yy CS „Set 
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LOT S on oC 
- =% d grad T° aian Y grad 4E ed mu (6.11) 
ord EC ιά uM 
NS 6C l i jl l ; Sh 1 
tidie v 3 div. grad C VP grad C J> x 
Οἱ in Lms Y Ju Ai 


care. des scriu propag area prin infiltrati ie a Ee RA AU: particulelor 
de apă hidrodinamie activă, propagarea prin convectie şi conducție 
æ căldurii $i propagarea. prin. dispersie hidrodinamici (convecţie 
şi difuzie molee ulari) a concentraţiei componenților: în amestecul 
fluid. d^ apă hidrodinamie activă, într-un sistem-hidrotermomineral 
subterun (Albu si Enăchescu, 1951; Enăchescu, 1981 ; Era Chis si 
Albu, 1982). În sistemul (6. 11): 

4, X, şi D reprezintă coeficienţii: de. dituzi tate EA (pie- 
zotransmisivitate), respectiv. de. difuzivitate termică prin ansâmblul 
rocii si apei inmagazinate si coeficientul de fiu zitate hor dis peace iia 
(de. dispersie hidrodinamici) ; T 

-p Şi 'c reprezintă masa. specifică si espe ctim căldur: v specifi 2n 
(capacitatea calorică) ale apei hidrodinamie - active; 

psie reprezintă masa speeifică si respectiv căldura : specifică 
ale ansamblului rocii de porozitate: eficace me Şi apei inmag gazinate ; 

Ὁ = — hora h reprezintă viteza de filtratie exprimată potrivit 
legii lui Darcey, prin produsul dintre conductibilitatea; hidraulică X 
şi “oradientul cu semn schimbat al sarcinii piezometrice ; 

iar 30/6, dec si N/me reprezintă aporturile specifice suplimen- 
tare verticale de apă, căldură si respectiv. mineralizatie. Ad 

După cum se observă uşor, ecuaţiile sistemului (6.11) sint cazuri 
particulare ale ecuaţiei (4.1) de desfăşurare a proceselor. Cu această 
observație, metodele-de rezolvare numerică, de evaluare a parametri- 
lor, de calare a modelului si de implementare. pe: calculator, prezen- 
tate în -capitolele 4—6,:se particularizează in rezolvarea şi calarea 
într-un caz real a sistemului (6.11). Cazurile reale luate în studiu au 
fost două sisteme hidrotermominerale care evoluează în condiţiile 
termodinamice ale anomaliei geotermice regionale ale Depresiunii 
Panonice, unde gradientul geotermic are valoarea medie de apro- 
ximativ 20 m/C, si anume: i 

: — sistemul fisural de calcare cretacice de la: Băile Felix — 1 Mai 
în, condiţii ii hidrodihamice proprii, unde ` curgerea. subterană. rezultă 
prin. amestecul áiluxului local de. ape termale cu afluxul regional 
de ape reci; | 5 
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— sistemul intergranulat de nisipuri pontiene de là Biharia ta 
"Săcuieni in condiţii hidrodinamice de inmagazinare sub presiune 
într-o hidrostrueturá tipică pentru Depresiunea Panonică. 


UM Dispunind de hărţi cu hidroizopieze, hidroizomineralizatii si hidro- 


izoterme, la două momente separate printr-un interval de tinp de 
„7 = 10000 zile pentru sistemul fisural şi = = 2500 zile pentru siste- 
mul, intergranulat şi utilizînd ca ecuaţie de condiţie sehemele cu 
Geferente explicite de tip: (6.1) pentru difuzivitatea orizontală, în 
nodurile unei reţele pátratice cu 3 = 500 m pentru sistemul fisural 
şi A = 1000 m pentru sistemul intergranulat, au fost determinati 
parametrii zonali ai sistemului (tabelul 6.3) prin rezolvarea ecuațiilor 
normale "corespunzătoare. celor patru ντ αχ] alè fiecărui pătrat al 
rețelei: fi olee 1 47η Wadi πὴ Afr i 
Evoluţia sistemelor: hidrotermominerale (fig. 14 si 15) au fost 
simulate cu ajutorul schemelor cu diferente explicite, bidimensio- 
nale, de tip (6.1); în: care s-au introdus parametrii estimati mai sus,, 
utilizindu-se aceeași rețea spațiu timp. at pi wp: e 
Rezultate deosebit de interesante au fost obţinute in simularea; 
eimpului hidrodinamic al sistemului fisural prin metoda Galerkin 
multipas, utilizindu-se elemente finite de tip triunghiul lui: Courarit- 
şi o discretizare a timpului cu = — 3600 zile (Enăchescu şi Olariu 
1983). În urma acestei simulări s-a pus in evidenti o evoluţie pulsato- 
rie a acviferului, datorată forajelor de exploatare, precum si rolul 
de linii de stationaritate pe care îl joacă faliile din. cadrul sistemului. 


eei, EN RCM anm o IP (e FE LR ων Pc Oe Ty roe eat | A TERT π-- 
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Fig. 14. Evoluţia sistemului hidrotermomineral din calcarele cretacice de la Băile Felix — 
1 Mai, într-un subdomeniu reprezentativ, unde hidroizopiezele, hidroizomineralizatiile si 
hidroizotermele sint trasate prin linii continue la momentul iniţial lọ prin linii întrerupte 
la momentul actual t, = ty -- 10000. zile: si prin linii punctate la momentul ulterior ως 
= £y + 20000 zile. 
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Fig. 15. Evoluţia sistemului Vo pie d din nisipu- 
rile ponţiene de la Biharia-Sácuieni, într-un subdomeniu 
reprezentativ, unde hidroizopiezele, hidroizomineralizatiile si 
hidroizotermele sint trasate prin linii continue la momentul 
iniţial ty; prin linii întrerupte la momentul actual f£, = tọ + 
+ 2500 zile şi prin linii punctate la momentul ulterior 
la = lg + 5000 zile. 


6.5. PACHETUL DE PROGRAME OPT-APE-HIC PENTRU 
SIMULAREA SI PROGNOZA date a din PROCESELOR 
DE REDISTRIBUIRE A ENERGIEI. 


'Pehnicile si metodele prezentate in Vise 4—6 implicá un 
volum „de caleul considerabil. De aceea este nevoie să se apeleze la, 
serviciile unui calculator electronic. 
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Tabelul 6.3. “Parametrii hidrogċologici pentru două sisteme hidrotermominerale 


reprezenta live 


Sistemul hidrotermomineral 


- Felix-1 Mai Săcuieni 
ur Muni ăcuieni 
Intervale de ο. | i: e zile _+10000 2500 
Fi IE RES ém) 500 1000. 
Coeficientul de difuzivitate] Nr. determinări 4 . .126 
hidraulică a" Valoare | medie 40,88 816,41 
pen meal? + minimă 21,93 3957 
(-] maximă. 66,01 ..| 9608,85 
Aportul specific suplimen-] -.. Nr. determinări - Df 3 5 126 
tar (vertical) de apă "Valoare medie — —0,000171 | —0,012393 
M m? minimá — 0,000056 | —0, 006699 
—— | | maximă  —0, 000261 | —0, 020107 
Se zi — - - Á i ^ 4| 3 
Coeficientul. de difuzivitate Nr. determinări 04 '26. ᾗ 
dispersională Valoare medie 4,62 159,29 
2 PN minimá .. POT 2,71 
: [53 maximă | 5,71 949, 12 
zi] "€ i 
Viteza caracteristică pt. Nr. determinări - ATA 26 
propagarea prin convecţie VATE aie 8.05 BUTOSIMAU τ 
ο cool K m? minimă ` 1533 1,37 
Ex -- maximă 11,46 . 448,99 
Me zi NEY : 
Aport specific suplimentar Nr. determinări ..... 1 26 
de mineralizație ' Valoare medic . —0, 000066 0, 000342 
Dh gl minimă —0, 000032 
— D EJ maximă 0,000497 
me κα i 
Coeficientul de difuzivitate “Nr. determinări 4 33 
termică ` A “| Valoare ] . medie. 0,25 337,80 
X eot m? γ.. minimá 0,09 827,32 
: “ΠΡ | -) i | maximă . 0,32 1715, 34 
zi i ; 
Viteza caracteristică pt. Nr. determinări 4 33 
propagarea ~ < Valoare: | medie, |j = . 1.34: 680,51 
^" "eek fm?) | minimă | 0,58 . 1,14 
E-. i = 1; maximă 183. '8054,57 
P C zi pă EA E 3 . 4 
Aportul specific Stiai Ar. determinări 3 32 
tar de l Valoare - medie  —0, 000198 -—0, 003523 
q f *C ^. minimă —0, 000173- —0, 006489 
"Tris M [ j “maximă | —0,000232 ` |: —0, 009897: 
P ZI BEI * ΠΤ Ἢ 1 Zr 


fisural din cal- 
carele cretacice |. 
de la Băile - 


intergranulat | 
nisipuri 

ponutiene de: 
la Biharia- 
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ETT de programe OPT-APE-HTC-'este "primul pächet de 
programe din România, iar pe: plan international printre: puţinele, 
care modelează. complet, cu un minim de date, efort si cheltuieli eel 
mai complex si'general tip de sistem hidrotermonineral cunoscut. 
Pachetul de programe înglobează rezultatele teoretice si algoritmii 
prezentaţi si discutaţi in capitolele anterioare ale acestei” lucrări. 


Pachetul de programe OPT-APE-HTC este, în versiunea pre- 
zetitată in continuare, in stare operationali la Centrul de calcul al 
Universităţii București, fiind, pină acum, utilizat de Comisia Republi- 
cană de Rezerve ` Geologice, de Direcţia de coordonare a „rezervelor 
geologice din Ministerul Geologici, de „Intreprindere ea de Foraje şi 
Lucrări Geologiee Speciale — Bucureşti si. de. Institutul de Invátà- 
mint Superior - — Oradea. | | 

s α Χ i 

μέση ^ Paoli) abordat, ON T e,: performante; limite, 
domeniu de aplicabilitate.. Pachetul: de “programe OPT-APE-HTC 
abordează problematica; evaluării automate ἃ, rezervelor exploata- 
bile de ape subterane termominerale, mai precis a evaluării parametri- 
lor caracteristiei ai sistemului hidrotermomineral si prevederea evolu- 
iiei acestuia în vederea optimizării βαν şi a regimului de 
exploatare. 

Aceste deziderate sint realizate prin programarea pe: caleulator 
intr-un limbaj évoluat, a algoritmilor privind calarea modelului (con- 
form celor din $ 5.2), estimarea jm metode acelor mai mici pátrate 
a ο. j^ qu, 2, Jes 3, δ y; (26), Ji(conform celor din 

5.1 51 δ 6.4) si EmA numerică printr-una din metodele prezen- 
A în capitolul 4 a sistemului (6. 11). Deoarece optimizarea sistemu- 
lui si regimului sáu de exploatare impun simularea comportării acvi- 
ferului în diferite variante de amplasare a captărilor, pachetul de pro- 
grame OPT-APE-HTO este prevăzut si cu un modul de simulare: a 
altor variante de exploatare decit cea; actuală (utilizindu- -se modelele 
«din 8 5.3). 

Din punet de vedere al performantelor, pachetul de programe 
OPT-APE-HTC poate fi rulat pe orice calculator prevăzut cu o memo- 
rie de minim 64ko, imprimantă, cititor de cartele, dise. DIAM 

sau. DIMAS, eventual un plotter, si compilator pentru limbajul 
FORTRAN IV (pachetul a fost: teestat pe un calculator C sati 0-256 
şi IBM. 360/30). 

‘Pentru prelucrarea unui număr maxim de date si "m 
iurmar situațiilor de ieşire, pachetul de programe. OPT-APE-HTO 
necesită un timp maxim de 1h30'—3h, timp ce depinde de viteza de 
lucru a calculatorului si de volumul prelucrării. | 
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προς Limitele domeniului :de. aplicabilitate pentru pachetul de pro- 
grame OPT-APE-HTC. sint, date de ipotezele de existenţă și: unici- 
tate a, soluţiei problemei. mixte pentru ecuaţii par abolice. . ^. 

.Struetura. pachetului: de programe OPT-APE-HTC. Fără a intra 
in. detalii, pachetul de programe OPT-APE-HTC este alcătuit din 
următoarele module principale : | 

M1) modulul HIDROBAZ, de creere, întreținere şi gestionare 
a tuturor. informaţiilor privitoare. B sistemele, hidrotermominerale 
„subterane, modelate; . 
| M2) modulul CALARMOD,. de ἘΝ a, modei, în sensul 
subeapitolului 5. .2, astfel încît el să corespundă cazului real al siste- 
mului -hidrotermomineral investigat ; 

M3) modulul ESTPARAM, de estimare, in sensul ος 
5.1, a parametrilor sistemului hidrotermomineral investigat ; 


M4) modulul PROGEVOLACT, de prognoză a evoluţiei sistemu- 
„lui hidrotermomineral investigat, in actuala variantă de exploatare. 
Baza teoretică si algoritmică a “modulului ο constituie materialul expus 
4n capitolul 4 οἱ $6.1—$ 6.3; ` 


M5) modulul PROGEVOLDIF, d tare s si prognoză a evo- 
lutiei sistemului hidrotermomineral învestigat în alte variante de 
exploatare decit cea actuală. Baza teoretică şi algoritmică a modulu- 
lui o constituie materialul expus în capitolul 4, $5.8 4, şi $6. 1—$ 6.3; 


Ieşirile” pachetului OPT-APE-HTC. Situatiile de iesire iiticipale 
sint, aproximativ, în ordinea obținerii lor în cadrul unei ών 
complete, următoarele : 4 


111) tabele cu valorile parametrilor acviterului estimati in zonele 
pite optime conform. metodei celor mai mici pătrate.. La cerere 
. Se pot lista si ecuaţiile de condiţie si sistemele de ecuaţii normale ; 


. . L2).tabelele eu valorile celor trei cimpuri,.la diferite momente 
de timp, în toate nodurile rețelei, respectiv triangulaţiei optime, 
obţinute prin integrarea numerică a sistemului (6.11). conform uneia 
dintre metodele prezentate în capitolul 4. La cerere se pot trasa auto- 
mat hărţile cu hidroizopiezele, Bio rester hope ţii] si. hidroizoter- 
mele prognozate. : 

Intrárile pachetului | de - programe -. OPT-APE-HITC. ΗΝ 
pachetului de programe sînt alcătuite din materialele de bază întoc- 
mite de executantul forajelor, studiile de urmărire a:evoluţiei carac- 
teristicilor hidrogeologice ale forajelor, ete. Modul de culegere si 
selectare.a datelor din forajele aflate în exploatare, cît. şi din forajele 
de observaţie ale unui. sistem hidrotermomineral constituie subiectul 
unei metodologii unice elaborată în Direcţia de epardppare a rezerve- 
lor geologice din Ministerul Geologiei. 
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Astfel criteriile succesive mai importante de selectare a foraje- 
lor în care se măsoară valorile cîmpurilor h, T° Şi C sint: 
= poziţia, identică, măcar parţial, a intervalului productiv. i 
cadrul complexului acvifer ; R 

— existența datelor iniţiale de presiune, chimism, temperatură ; 
— coincidenţa, măcar „aproximativă, a timpilor de intrare în 
| exploatare a forajelor; . i 
| — continuitatea exploatării ; 

 — existenţa determinárilor periodice de pre siune, chimism si 
„temperatură. 

Odată forajele selectate conform criter iilor de mai sus, in ele το 
fae următoarele măsurători ce constituie datele, primare de intrar 
ale pachetului de programe : 

— măsurători de tund, la nivelul intervalului probat, a presiunii 
Și greutăţii specifice a apei sau cel puţin măsurarea presiunii la supra- 
faţă atit în condiţii de exploatare οἳ si de revenire dinamice și sta- 
tice, precum si urmărirea periodică a evoluţiei energiei hidraulice 
a acviterului. Aceasta, pentru evaluarea corectă a sarcinii piezome- 
trice; 

— analiza fizico-chimică a unor probe de apă prelevate de la 

"nivelul intervalului investigat, stabilirea corelatiei între valorile obti- 
nute in condiţii de zácámint si de suprafaţă, precum si urmărirea, 
periodică a evoluţiei sale în timp la toate forajele lexistente. Aceasta, 
pentru evaluarea corectă a mineralizatiei ; | 

— măsurători iniţiale asupra rocii acvifere si a apei la nixelul 
intervalului investig gat, stabilirea, corelatiei: între valorile obținute 
în condiţii de zăci mint şi de suprafaţă, în funcţie de adineime Şi 
„de debit, prin eventuala, utilizare a metodelor termometriei geochi- 
mice, precum şi urmărirea periodică, a evoluţiei sale in timp la toate 
forajele existente. Aceasta pentru evaluarea corectă a temperaturii. 
Este de la sine înţeles că precizia. rezultatelor va depinde de 
„metodele. si. tehnicile de obţinere a datelor primare precum şi de 
mulţimea si calitatea informaţiei. În lipsa acestor măsurători unele 

valori ăi fi apreciate astfel (Albu et..al., 1980): TENI 
-sarcina piezometrică inițială, prin însumarea cotei absolute 
a zone Nii cu înălțimea piezometirică corespunzătoare presiunii 

măsurate la gura sondei, .considerind pentru fiecare atmosferă o 
înălțime a coloanei de apă aproximativ de 10 m datorită temperaturii 
Și conţinutului în gaze a acesteia ; 


-π-. sarcina- piezometrică actuală, prin exti NEER a ului 
de deversare liberă, (datorită eventualelor strangulări, chiar la dever- 
sarea liberă, poate exista în conductă o presiune remanentă, diferită 
de cea atmosferică, care nu poate fi măsurată) ; 
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" rhinerălizaţia totală: ἕν. apei, prin rezultatele analizelor chimice 
M Henri initial și ulterior pe probe recoltate de la gura sondei (ceea; 
'€enu eor éspunde exact condiţiilor de la, nivelul intervalului investigat); 


„— temperatura inițială a apei, prin măsurători. geotermice àle 
rocii acvifere,. considerind valoarea, corespunzătoare, intervalului in- 
vestigat (ceea ce nu prezintă, decît ο aproximaţie relativ grosolani a. 
realității datorită pătrunderi ii in rocă, à noroiului de for aj sl “modificări i- 
lor de stare la săparea sondei). ᾿ 


În ceea ce priveşte ordinul de mărime al cien de. M ές 
se senses ca aceştia să. fie, de ordinul sutelor sau miilor de metri 
pentru spaţiu şi. miilor de zile pentru. timp, astfel Aneit, aplicabilita- 
tea ecuaţiilor . de difuzivitate sá fie Jusidtieajib, 
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